DEVOIR EN TEMPS LIBRE N°5

PROBLEME : O UELOUES RESULTATS SUR LA SUITE DE FIBONACCI

On définit la suite de Fibonacci g par: k=0, R =1 etdndN, Fyo=Fa + F

1) Déterminer la liste des 10 premiers nombres de Ribar{de ka Fy)
Ecrire un programme Maple permettant de calculeidene terme de la suite de Fibonacci.
Calculer i, pour n égala 100 —j—m ou j est le jourdige date de naissance et m le
mois de naissance.

2) Montrer que fIn[IN, n>6 = FK,>n. Qu'en déduit-on pour la suite jfn ?

3) Montrerque [INCIN, n22 = K <FKR1<2F,

n
4) Montrer que TINON", S F, = Ry, -1
k=1

5) Montrer que OnON’, Z FE =F, Fri1

k=1
2n-1
6) Montrer que OnON’, Z F Fel = |:§n
k=1
7) Montrer que OnON™, By, = F§+1_ Fﬁ_l et b = F§+1+ Fﬁ

n n
8) Montrer que OnCON', Z C';n_k = kna et Z C;n+1—k = Fone2
k=0 k=0

9) Montrer que :OnON” , F_;+a F,=a" aveca :1%@

n n
10) Montrer que TnON, F, =O;(—_[3— avec =1$25 et B :1%5 (Formule de Bindt
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CORRIGE

1) On définit la suite de Fibonacciffn par : =0, R =1 etnON, Fx=FRua+ F
Ona: B=1, R=2,R=3,k=5, k=8, F=13, k=21 ,K=34 F=55e€tc. ....
Programme Python

fibo_1,fibo 2=0,1

for k in range(n-1) :

inter = fibo_2
fibo_2 =fibo_2 +fibo_1
fibo_1 = inter

Le résultat voulu (f est dans la variable fibo_2. On trouve par eXxemp

Fso = 1548008755920 61 F2504730781961 64F10610209857723
R4 =1304969544928657 77 £5527939700884757 78 ¥8944394323791464
Fso = 23416728348467685 91 F4660046610375530309 06 ¥51680708854858323072

2) Montrer que OnON, n=26 = FK,>n. Qu'en déduit-on poula suite (K)o ?

Soit B, la propriété de récurrence : , ¥n et E,>n+1"

& Pgvraie?Onak=8>6 et F=13>7 don®s est vraie

& Si B, est vraie (avec B 6), B, est-elle également vraie®n a K., = K, + K. > n + (n + 1) car Pest vraie. Ainsi, puisque n
> 2 (car n= 6), on a k., > n + 2. Mais comme on a toujours.£> n + 1, on en déduit qu&,,; est vraie

> Ainsi on a montré quegRest vraie et que, si,Rraie avec B 6, R,,; est également vraie. Aussi, par le théoréme denece,
ona:0OndN,n> 6= P,vraie i.e.0OndN,n>26=F,>n

< Lasuite (F)non est donc minorée, a partir d'un certain ranguparsuite divergeant versos; donc par le théoreme de

divergence par minoration, on@&,),on diverge vers +oo

3) Montrer que OnON, n22 = KR <ka<2Fk
Soit B, la propriété de récurrence : f €F<2F, etRi<Fo<2Fag"
& Pyvraie?Onakh=1<2=(F<2x1=2kK et EKE=2<3=fK<2x2=2FK doncP,est vraie
& Si B, est vraie (avec b 2), B,,; est-elle également vraie@Gn a F< K. <2 R, et Ry < Rz < 2 Fyq Ainsi, en ajoutant
ces deux inégalités, on a . ,(FF1) < (Fi1 + Fip) <2 (R + Fovd) 1.6 o< Fiz< 2 Fio
Comme, de plus, on a encore ;i< Fy.» < 2 F.1 on en déduit quB,;; est vraie
> Ainsi on a montré que,rest vraie et que, si,Rraie avec k 2, RB,.; est également vraie. Aussi, par le théoréme deneice,
ona:OnlN,n= 2= P,vraie i.e.0OnON,n22=F,<F..1<2F,

n
4) Montrer que CnON’, Z Fk = Fo-1
k=1
m n

Soit R, la propriété de récurrence Z F=FRe-1"

k

1 1
& P vraie?OnaZFk=Fl=1 et E—1=1donconabier§: Fk=F3—1 i.e. P, est vraie

k=1 k=1

1

n+l n
& SiB, estvraie (avec b 1), B.,; est-elle également vraie On a :z Fk = z Fk + Fy1= R + Fse — 1 car Rest vraie.
k=1 k=1
Ainsi :
n+l
z Fk =F.3—1 . On en déduit que,,, est vraie
k=1

> Ainsi on a montré que;Rest vraie et que, si,Rraie avec B 1, R,;; est également vraie. Aussi, par le théoréme denemce,

ona:On0N, n> 1= P,vraie i.e OnON’, Zn: F = Fup—1
k=1
5) Montrer que NN, Z Fi =F Fyu
k=1
d 2
Soit R, la propriété de récurrencé Z F = FiF "
k=1

R ! 2 2 . 1 2 ) .
<& Pypvraie ? On az Fk = Fl =1 et FF,=1doncona blenz Fk =F F, i.e. P, estvraie
k=1 k=1

2/4



n+1l n
2 2 2 2
& Si B, est vraie (avec b 1), B.,; est-elle également vraie On a :Z Fk = Z Fk + Fn+l: ' Fosg + Fn+l car R est vraie.

k=1 k=1

n+l
2
Ainsi : Z Fk = Fos (Fy + Fost) = Fosr Fosz - On en déduit qui,.; est vraie
k=1
» Ainsi on a montré que;Rest vraie et que, si,Rraie avec m 1, R,.; est également vraie. Aussi, par le théoréme denece,

ona:On0N,n= 1= P,vraie i.e OnON’, Z Fi =F, Fou1

k=1
2n-1

. 2

6) Montrer que COnCN’, Z FF =F
k  k+l 2n

k=1
2n-1 5
Soit P, la propriété de récurrencé Z Fk Fk+1 = F2n "
k=1
! 2 ! 2
& Pyvraie ?0n az FF = F1 F2 =1 etF2= 1doncona bienz Fk Fk+1 = F2 i.e. P; est vraie
k=1 k=1
2n+1 2n-1
; ; . A i . = + +
& Si P, est vraie (avec b 1), B,.; est-elle également vraie@n a Z FF. Z FFR tF Ft B Fones
k=1 k=1
2
= + + i
an F2n F2n+1 F2n+1 F2n+2 car B, est vraie.
2n+1 2
"ol = + + = + = + =
D'ou Z Fk Fk+1 F2n (F2n F2n+1) I:2n+1 l:2n+2 F2n I:2n+2 F2n+1 l:2n+2 I:2n+2( l:Zn I:2n+1) I:2n+2
k=1

On en déduit que,, est vraie
» Ainsi on a montré que,Rest vraie et que, si,Rraie avec B 1, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme deneuce,

2n-1

. 2

ona:OnlN, nz 1= P,vraie i.e OnON, Z Fk Fk+l = F2n
k=1

. 2 2 2 2
7) Montrer que: OnON™, Ry, = F,—F, et bu=F +F

. v 7 1] — 2 2 — 2 2 n
Soit R, la propriété de récurrence F,, = Fn+1 — Fn_1 et b1 = Fn+1 + Fn

2 2 2 2 2 2
& Pyvraie?Ona: =1, F2 - FO =1 donc on a bien »FE F2 - FO . Deméme:f=2 =F2 + F1 d'ou P; est vraie
& SiB, estvraie (avec b 1), B, est-elle également vraie®n a :
2 2 2 2 .
e Fono = Bt B = Fn+1— Fn_1 + Fn+1+ Fn car R est vraie

2 2 . 2 2

Or Fn+1_ Fn_1 = (Rt F-) (Fin— Fo-) = R(Fana+ Fy-) Dlou: Fonez = Fn+1 + Fn + Fn(Fn+1+ F 1)
. 2 2 2 2 2

Dol : Fopsp = |:n+1 +FR (Rt R+ FR_)= Fn+1 +2 R Fot= (R + Ry )2 — |:n = Fn+2— Fn

2 2 2 2 2 2
* Foanz=Fanat Foni2= Fn+1 + Fn + Fn+2_ Fn = Fn+1 + Fn+2
On en déduit que,., est vraie

» Ainsi on a montré que,Rest vraie et que, si,Rraie avec b 1, R,.; est également vraie. Aussi, par le théoréme denece,
L * _ 2 2 _ 2 2
ona:OnlNN,n= 1= P,vraie i.e OnON , Fy, = Fn+l_ Fn_l et B = Fn+l + Fn

n

. n k 3
8) Montrer quel OnON’, Z C,_, =Fna et Z C = Fone2

2n+1-k
k=0 k=0
n

n
. Y z J1} k k "
Soit R, la propriété de récurrence :E C, ., =Faua et C, . = P2
k=0

k=0

& P vraie?Ona: =2 tl C =C+C=2. Deméme: F= 3=C+C = l C' dou P, est vrai
Pivraie ?Ona: k= ez =G, =2 eméme: fF= 3= 3 2 —Z . d'ou Py estvraie
k=0 k=0

3/4



n n
k k
& SiB, estvraie (avec b 1), B.,; est-elle également vraie On a :Z CZn_k =k et Z sz_k = Fne D'OU

k=0 k=0
n n n-1 n
Fones = thm=%C +3Cc =c+c +Yc +Y ¢
* 23 = Pt Fone = 2n-k Z ont1k o n on+l Z 2n-k Z 2n+1-k
k=0 k=0 k=0 k=1
n n n+l
n+1 0 k-1 k n+1 0 k k
=c +C + E (C +C ):c +c +3cC :Zc
n+1 2n+2 2n+1-k 2n+1-k n+1 2n+2 2n+2-k 2n+2-k
k=1 k=1 k=0
n+l n+1 n+1
F _ _ 0 Ck-l + Ck _ 0 Ck _ Ck
* 2nva = Ponez ¥ Fanig = C2n+2 + 2n+2-k 2n+2-k ) T C2n+3 + Z 2n+3-k Z 2n+3—k
k=1 k=1 k=0

On en déduit que,, est vraie
» Ainsi on a montré que,Rest vraie et que, si,Rraie avec B 1, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme deneuce,

n n
. k k
ona:On0N,n=> 1= P,vraie i.e OnON, Z CZn_k =Fyyq €t Z C2n+l_k = Fopeo
k=0 k=0

9) Montrer que :OnON" , F,; +a F,=a” aveca =1 - 5

Soit R, la propriété de récurrence : ;. F+a F,=a""
& Pvraie?Ona :g+ aF=0+a= al i.e. P; est vraie
& Si P, est vraie (avec B 1), By, est-elle également vraieGna: F;+a F,=a".
Ainsi: a"=za Rt 0?F=a (Fui—F) +a?Fy= (@2 —a) Ry, +0 g =F, +a By car o?—a =1
On en déduit que,,; est vraie
» Ainsi on a montré que;Rest vraie et que, si,Rraie avec m 1, RB,.; est également vraie. Aussi, par le théoréme denece,
ona:OnON,n= 1= P,vraie i.e ONON',F_;+a F,=a"

n n
10) Montrer que ONnON, F, :a—_E— avec a :4*25 et B :JZE (Formule de Bind
a —

n n n+l n+l
Soit R, la propriété de récurrence : Eq—_g— et R S Gl
o - o -
0 0 1 1
& Pyvraie ?0na : =0 :a__E_ et de méme ;=1 =a__E_ i.e. Py estvraie
= - o -

n n n+l n+1 n+l n+1
& Si P, est vraie, R, est-elle également vraie@n a : | —a-p et K1 :q—_g—. On a déja k; :0‘_—[[3;_
- — a- o -

n+1 n+l n n n+1 n n+l n n En
DepIUS:E+2:Fn+1+Fn:a _B +(X _B :C( +a _B +B :((X+1)L— (B+1)
oa-f oa-f oa-f a-p a-f a-f
Or a et B sont les racines de I'équationZ-X(a +B) X +af = 0 i.e. ce sont les solutions de I'‘équatioA+X — 1 =0
_ BZ Bn _ an+2_Bn+2
a

- a-P

n
Aussi ;o + 1=0? et B + 1=p2. En particulier, on a ;5 = o> —2
G —

B

n+l n+1
Comme on a toujours,i :G—E—, on en déduit quB,,; est vraie
a —
> Ainsi on a montré quegRest vraie et que, siRraie, B.; est également vraie. Aussi, par le théoreme dengmce, on a :

n n
OndIN, P,vraie . En particulier OInON, F, :aa—_%

414



