CORRIGE

n

sin t dt (Intégrale de Wallis)

S5

PARTIE I : Intégrales de Wallis  Soit n=> 0. On pose I, = J

0

1) Démontrer que la suite (I )
n JnelN

est monotone. En déduire que (In) | converge.

SoitnelN.Ona:Vte [0 , ﬂ , 0<sin(t) <1 donc 0 <sin™"(t) < sin(t). Ainsi, en intégrant sur |:O R ﬂ ,ona: 0= <1,
La suite (I ) N est donc décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

2) En intégrant par parties, montrer que: VnelN,n>2 = [, =011,

Soit n> 2. On intégre I, par parties en posant : u=sin™'t et v' = sin(t). On obtient :

n-1 % T n-2 2 T n-2 T n
In=|:—sin tcos(t):| +(n—1)stin tcostdt=(n—l)(fzsin tdt—stintdtj:(n—l)ln2—(n—1)ln
0
0

0 0

D'on VnelN,n>2=1I,=0-17 ,.

3) Pour n> 1, on pose T, =1, x L. Exprlmer T,+1 en fonction de T,. En déduire T, en fonction de n.
Soitn>1.0na: Ty =l =2L1,,[,=-2T, .D'ou la suite (nT,) . est constante. En particulier, Vne N, T,=
n+l n+1 nelN

==

= =1 xZE=T =T,
OorT, =1, xI,= 1><2 > D'ou VneN", T, -

4) En utilisant le théoréme des gendarmes, montrer lim It = 1. En déduire a I'aide du 3, 1, ~\/£..

no+o Iy 2n

Puisque T, n'est jamais nul et que les intégrales I, sont positives, on a : VnelN, I, > 0.
De plus, ona: VnelN, 0 <I,,,<I,; <I,. Ainsi, en divisant par I, on obtient : YneIN, 0 < 0.+ Ll

n+2 I,
Aussi, en utilisant le théoréme des gendarmes, on a llm lilﬂ 1
n
En particulier, I, ~ I,.;. Ainsi T, ~ (I,)*. Or T, = 2l . Donc (I,)* ~ ZL et donc puisque I, > 0, I, ~~ lzi
n n n
5) Soient J,=1 = seri i 4 . ; JEELT[ N .
p = by et K, =Dy En écrivant la relation de récurrence liant J; et J,; montrer que J, = ey Exprimer de méme K, = I+ en fonction de p.
La relation montrée en 2, permet d'affirmer : VpeIN, J,,; = %% J, . Aussi, on obtlent :
p
2p
[Tk .
VpelN,Jp: A1y, fHK_u_ZZk—zﬁki I Ll T ic VpeN,J, J—BLzz L g
1 2% (KH k) 2% (p)
=1
2]) ]
D'autre part, VpeIN , J, K, = Iy Iy = Topr1 = =————= . Ainsi: VpelN, K, w
2 (2p +1) Qp+1)!

PARTIE II : Premiére approche de la formule de Stirling

n n
1) Soit f,= L Soit S, = Z fi = % Montrer que (S,) . est croissante. Montrer que Yk > 1, < (™ %
n’ =1 k~ nelN 2 o b
k=1
En déduire que pourn>1,S,< 1 + f“ d_>2< =2— 1 En déduire que (S,) - converge.
X n ne
1

° VnelN*, Sps1 — S, = ﬁ>0 . Donc la suite (S")nelN* est croissante
. 1 1 oL Ckodx kodx _ 1
e SoitkeN,k>2. Ona : ‘v’xe[klk]—2 = Dou.f = 2 ===,
k o1 X 1 K k

X

Aussi VnelN,n>2 = S, —1+§ I < 1+§: k dX: 1+f“i’;=2—l:snsz—lsz
1 n n
k=2

e Ona (S“)nelN* croissante et majorée par 2 donc (S“)ne]N* converge



2) Soient (v,) N suite de réels positifs et (V,) . . définie par V, = Z Vk. Montrer que si v, ~ l7 alors (V) N converge.
ne ne k=1 n- ne

e VnelN,V,,—V,= v,>0.Donc la suite (V“)nelN* est croissante

e Ona :v,~ lz En particulier, 3 peIN" | VneIN, n > p = v, < %
n n

n
p n
Ainsi, VvneIN,n>p= V,= X w+ 2w <V, + E k%ﬁ V, +2 8, <V, +4. Aussi (V“)nelN* est majorée (p éuant fixe)
k=1 k=p+1
k=p+1
e Ona (V“)nelN* croissante et majorée donc (V“)nelN* converge

3) Soient u, = — ( ) \/;1 Wy = In(Uns1) — In(u,) et W, = Z Wy. En utilisant un DL montrer que : w, = 121 +0 (%) Qu'en déduire pour (W,) ?

1‘12 nelN’
Uit _ 1 (o)™ (n—irl ) _ n N o N 1 1 1
m( )1(HHLLCH | = (n )1n(1 ) | = (n ) Eﬁmm(gj)
1
+ =
°(w)

. 1 \ . ‘o
Ainsi 12 Wh~— et donc d’apres la quest10n precedente (et en utilisant le fait que w, est positif, au moins a partir d'un certain rang), (IZWH)HE]N* converge
n

Donc w, =

En particulier : (W“)nelN* converge
4) En déduire qu'il existe A>0 tel que n! ~ A (9) \/1_1
€
Ona:VnelN', n> 2 = In(u,) = W,_; +In(u;) donc (ln(un))HEIN» converge : soit A sa limite.

S N - .
. : =e*. > . 4.
Par continuité de exp, (u“)neIN converge verse” . Onpose A=e¢ “.Ona A>0et (u“)neIN converge vers --
n
En particulier & ~ (—) \/;1 ie. n!~ (ﬂ) \/1_1
e

5) En utilisant la partie I, calculer A.

Ona : VpelN', Ly=J,= —ZRL T Augi 1y, ~
27 (pl)” 2

Or on a aussi : Izp~\/4£dvapréslel4. Ainsi % 1. 4l et doncA=12m
p

n
En remplagant dans 1'équivalent trouvé a la question précédente, on obtient la formule de Stirling : n! ~ (ﬂ) 27n
e




PARTIE III : Seconde approche de la formule de Stirling
| Soit k>0 entier et /" la fonction réelle définie sur [k,k+1] par f(t) =In(t) Soit g la fonction affine sur [k,k+1], et / la fonction affine sur [kk+'4[ et [k+V2,k+1]
vérifiant: f(k) = g(k) = h(k), f(k+1)=g(k+1)=h(k+1), f'(k) =h'(k) et f'(k+1) =h'(k+1) A

,-/

1)  Représenter les courbes de f', g et 4 sur un méme dessin, en précisant leurs positions relatives. (Attention: / n'est pas continue). n
2)  Pardes considérations d'intégrales, prouver que:
K+l

1(1n(k)+1n(k+1))<j In(t) dt<1(ln(k)+ln(k+1))+ L1
2 - 8k 8(k+l)
k

f est concave car f'<0, donc le graphe de f est compris entre ses tangentes et ses cordes
Donc V xe[kk+1], g(x) < f(x) <h(x). On intégre cette relation entre k et k+1. /
Pour g, il s'agit de l'aire du trapéze de hauteur 1 et de bases respectlves In(k) et In(k+1)

Pour h il s'agit de la somme des aires des trapézes de hauteur X 3 et de bases respectives In(k) et y, , et 1n(k+1) et yp

=14 = + In(k+
Or ya Tt In(k) et ya 2(k+ 0 In(k+1)
k+1
On obtient donc 1 (In(k) + In(k+1) ) sj In(t) dt <1l(In@)+In(kt)) + L __1
2 . 2 8k  8(k+1)

n-1 n-1
" 1 (In(k) + In(k 1 (In(k) + In(k L1
I On pose, pour n>0 entier, Jnf In(t) dt K,= Z (E( (i Eing H))) et L,= Z (5( (St H))+§ 8(k+l))
1

k=1 k=1
1) Exprimer J,, K, et L, en fonction de n. On fera apparaitre In(n!) pour les derniéres.
Par calcul direct, on obtient :

J,=nln(m)-n+1, Kn=ln(n!)—%ln(n) et L,,=Kn+%(1 —l)=ln(n!)—%ln(n) +% a-1
n n
2)  Démontrer que la suite (J, - K , ) est croissante et majorée donc converge vers un réel /

n+l
Onpose w,=J,—K,. Ona:wy—wy= Ty —Jo) — Kooy —Kp) = f In(t) dt — % (In(k) + In(k+1) ) > 0.

Ainsi la suite (J, — K)o est croissante.
Par ailleurs, K, <J, <L, donc 0<J,~K,<L,-K,= 1(1 1)<1 1a suite (J, — K,)uso est majorée.

Donc, d'apres le th de la limite monotone, la suite (J, — K,),-9 converge vers un réel [ .
3)  Donner un équivalent simple de n! en fonction de cette limite /

Par continuité de I'exponentielle, (exp(J, — K,)).-0 converge vers e>0

2n+1 2n+1
> I-n I-n

2 n

n e s n e . 1_

Or: exp(J,— K, = — Ainsi, comme ¢ > 0, — - el, ienl~e ! (g) \/;1
n! n!

4)  En utilisant la partie I, calculer ce réel / . En déduire la formule de Stirling.
@2p)! =

() 1
*_~ ona: I, ~ = 1“]\/2:
€ p

oS e

n
Orona: I, ~ \/41 daprésle 4. Ainsi —f—,-\/zi ~ 4i et donce' ™! = \/ 2 etdoncn!~ (ﬂ> 27n
p e p p €

Puisque I, =

ST



PARTIE 1V : Troisi¢me approche de la formule de Stirling

X+
X —

et h(x) = f(x) — g(x)

1 _ &
s
2 2 2 4
f, g et h sont de classe ™ sur [0, 1[ et : ¥ xe[0, 1, £'(x) = — 5, g'(X) = ﬂ3—_§% et h'(x) = LX”
1-x 3(1-x9 3(1-x9)
Ainsi, f et g sont croissantes sur [0, 1[ et h est décroissante sur [0, 1|
Comme f(0) = g(0) = h(0) = 0, on en déduit que f et g sont positives sur [0, 1| et h est négative sur [0, 1|

2)  a)Pourn eN*, exprimer (2n + l)f( 2nl_+1) et (2n+1) g( ﬁ )

1) Déterminer la monotonie et le signe sur [0,1[ des trois fonctions définies par: f(x) =— X + % In

Onaalsément:(2n+1)f(2n+1)=_1+¥ ln‘l—l—ﬁ et (2n+1)g(2n+1)= 12n(1n+1)

2n+1 1
" n
n ’ . .
D ¢ etvy=u, e .Démontrerque la suite (u,) estcroissante et que (v,) est

n'

b) On considére les suites de termes généraux : u, =

décroissante.
(Un)nso €t (Vo)us0 sont des suites de réels strictement positifs. Ainsi, pour déterminer la monotonie éventuelle de ces suites, il
suffit de comparer le rapport de deux termes successifs de la suite a 1.

1
Or: ul‘;—: =exp ((Zn +1)f ( P )) >1 Ainsi (u,),>9 est croissante

1
Yol = oxp ((Zn L Eren )) <1 Ainsi (V)0 st décroissante

¢) Démontrer que (,,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Comme pour tout n, u, < v, < vy, la suite (u,),-0 st une suite croissante et majorée. Elle converge donc vers un certain réel p
1

Or v,=u, ¢, donc (Vo0 CONVeErge aussi vers p
2n+ 1
S —n
d) En déduire qu'il existe un réel A telque n!~ An * e . Déterminer A a 'aide de la partie A
ntl n+1
) n € R 2 n _1
Ona: p>u;>0. Donc ' ~p etdonc: n!~ An e avec A=—
n! u

2

SN
P 2
CERD

e
Or on a aussi : Izp~\/:ipd'aprés lel4. Ainsi %\/%N\/;np et doncA=1\2n

n
En remplacant dans 1'équivalent trouvé a la question précédente, on obtient la formule de Stirling : n! ~ (ﬂ) 27n
e

N ! .
Or: VpelN , L,=J,= ) NV Ly ~

SIE

. 1h
e) Quelle est la limite de w, = = \' n! quand n tend vers + ?
n

On pose tn=ln(wn)=%ln(2—i) = 1n(5e@(\/ﬂ+gn)>=iln(n)fl +%ln('\/2_n+gn) avec g, qui tend vers 0

Ainsi, t, tend vers — 1 lorsque n tend vers +oo Donc, par continuité de exp, w, tend vers 1 lorsque n tend vers +oo
e

1
n



