DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 11
CORRIGE : Polynbmes de Tchebychev de premiére espéce

On considere les polynémes P, définis par: Po=1,P; =X etlarelation :¥neN, Pp;=2 X Ppig— Py,
PARTIE I
1) CalculerP,, Pz, P,

Po=1,Pi=X , P,=2X?-1 , P3=4X*-3X et Ps=8X'-8X*+1

2) a) Montrer que P, est de degré n. Déterminer son coefficient dominant.

Soit R, la propriété de récurrence : " P, est de degré n, P, est de degré n + 1 et le coefficient dominant de P,.; est 2" "
& Rpvraie ? Ona: Pyde degré 0 et P, de degré 1 et de coefficient dominant 1 = 2° Ainsi R, est vraie

& Si R, est vraie, Ry, est-elle également vraie ? Ona: Ph; =2 X Py — Py .
Ainsi, puisque R, est vraie, P, est de degré n, P,y de degré n + 1 et 2X P, est de degré n + 2.
Aussi Py, est de degré n+2
D'autre part, le terme de degré n + 2 dans P,., provient uniquement de 2X P,., : il est donc égal au double du
coefficient de degré n + 1 de P,,; . Ainsi le coefficient dominant de Py, vaut 2 x 2" c'est-a-dire 2",
Ainsi R,;; est vraie

» Ainsi on a montré que Ry est vraie et que, si R, vraie, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme de récurrence, on
a:VvneNN, R,vraie.

En particulier, pour tout entier naturel n, P, est de degré n et son coefficient dominant est 2"~ * sin>1,et 1sin=0
b) Montrer que P, est pair si n est pair et P, est impair si n est impair

Soit R, la propriété de récurrence : " Py, est pair et Py, st impair

& Rpvraie? Ona:Py=1pair et P; =X impair. Ainsi R, est vraie

& Si R, est vraie, Ry est-elle également vraie ? Ona: Py, pair et P impair
Puisque Papi =2 X Poper — Pop €t que 2X Pyp.q et Py sont pairs, le polyndme Py, est également pair .
Puisque Pgpi3 =2 X Popip — Popir €t que 2X Pypep et Poyeq SONt impairs, le polyndme Py,.5 est également impair .
Ainsi Ry, est vraie

> Ainsi on a montré que R, est vraie et que, si R, vraie, Ry, est également vraie. Aussi, par le théoréme de récurrence, on
a:VpeN, R,vraie.

En particulier, pour tout entier naturel n, P, est de la parité de n
c) Calculer P, (0) , P, (1) et P,(-1)

Soit R, la propriété de récurrence : " P5p(0) = (— 1)° et Py (0)=0"
& Ryvraie? Ona:Py=IldoncPy0)=1=(-1)"et P, =X donc P,(0) =0. Ainsi R, est vraie
& SiR,est vraie, Ry est-elle également vraie ? Ona: Py(0) = (—1)" et Pyp.q (0)=0
Puisque Papiz =2 X Papis — Pop ,0na Popa (0) = — Pgp(0) = — (- 1)° = (- 1)*".
Puisque Pzpi3 =2 X Popip — Poper, ONa@ Popiz(0) = — Pypia(0) = 0. Ainsi Ry, est vraie
» Ainsi on a montré que R, est vraie et que, si R, vraie, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme de récurrence, on

n
a:VpelN, Ryvraie. Ainsi,sinestimpair, P,(0) =0 et, si n pair, P,(0) = (— 1 )2
Soit S, la propriété de récurrence : " Py(1) =1, P, (= 1) = (= 1)", Ppa(1) =1 et Ppy (=1) = (- 1)
& Syvraie? Ona:Py=ldonc Po(1)=1 et Po(—1)=1=(-1)°. Dautre part P, =X donc Py(1)=1 et
Py (-1)=—1=(-1)" Ainsi S, est vraie
& SiS, estvraie, S,.; est-elle également vraie? Ona:Py(1)=1,P,(-1)=(-1)", Pra(1)=1 et Ppy (- 1) =(-1)™
Puisque Ppo=2 X Py — Py, ona Puo(1)= 2Py (1) —Py(1)= 2-1=1.
Deméme,ona: Poo(—1)= —2Pni (=1)=Py(=1)= 2(-1)™—(-1)"=(-1)"
Ainsi, puisqu'on a encore Poy1(1) =1 et Py (—1) = (= 1)™ , S, est vraie
» Ainsi on a montré que S, est vraie et que, si S, vraie, S,; est également vraie. Aussi, par le théoréme de récurrence, on
a: VneNlN, S,vraie. Ainsi,VnelN, P,(1)=1 et P,(-1)=(-1)"
3) a) Montrer que : VneN, Va R, Py(cos(a)) = cos(no)
Soit aeR. Soit R, la propriété de récurrence : " P,(cos a) = cos(na) et P (COS o) = cos((n+1)a) "
& Rgvraie? Ona:Py=1ldonc Py(cos o) =1=cos (0a) et P, =X donc Py(cos o) =cos a . Ainsi Ry est vraie
& Si R, est vraie, Ry, est-elle également vraie ? On a : Py(cos o) = cos(na) et P (COS o) = cos((n+1)a)
Puisque Ppi; =2 X Ppyy — Pp, ona P (Cos ) = 2 cos(a) Prag (€OS o) — Py(cos o) = 2 cos(a) cos((n+1)a) — cos(nay).
Or : V(x,y)eR?, cos(x +y) + cos(x — y) = 2 cos(x) cos(y). En appliquant cette formule & x = (n+1)a ety = o, on obtient :
2 cos(a) cos((n+1)a) — cos(na) = cos((n+2)a) Donc on obtient : Py, (cos o) = cos((n+2) )
Ainsi, puisqu'on a encore Py, (cos o) = cos((n+1)a) , R+ estvraie
» Ainsi on a montré que R, est vraie et que, si R, vraie, R, est également vraie. Aussi, par le théoreme de récurrence, on
a:VvneNlN, R,vraie. Ainsi, VnelN, P,(cos a) = cos(na)
Ce résultat étant vrai pour tout o de R, on obtient : VneN, Yae R, P,(cos o) = cos(na)




b) Montrer que P, est I'unique polyndme P de R[X] vérifiant Vo €R, P(cos(a)) = cos(no)
Si PeR[X] est tel que : V aelR, P(cos a) = cos(na). Puisque la fonction cos est une surjection de R vers [-1, 1] , on
obtient: ¥x € [-1, 1], (P-P,)(x) =0.  Ainsi le polyndme P — P, possede une infinité de zéros : il s'agit donc du
polyndme nul. P =P,  Ainsi P, est I'unique polynéme P de R[X] vérifiant Va R, P(cos(a)) = cos(na.)

c) Montrer que VneN, Va R, Py(ch(a)) = ch(na)
Soit aeR. Soit R, la propriété de récurrence : " P,(ch a) = ch(na) et P, (ch o) =ch((n+1)a) "
& Rpvraie? Ona:Py=1donc Py(cha)=1=ch (0a) et P, =X donc Ps(cha)=cha. AinsiR,estvraie
& Si R, est vraie, Ry, est-elle également vraie ? On a : Py(ch o) = ch(na) et Pn.q (ch o) = ch((n+1)a)

Puisque Ppi; =2 XPpyy — Py, Ona Pno(cha) = 2ch(a) Pnsy (ch o) — Pp(ch a) = 2 ch(a) ch((n+1)a) — ch(na).

Or: ¥(x,y)eR? ch(x +y) + ch(x—y) = % ("¢ +e”e?+eeV+e7e) = % (eX+e*) (e +e”)=2ch(x)ch(y).

En appliquant cette formule a x = (n+1)a. ety = o, on obtient :
2 ch(a) ch((n+1)a) — ch(na) = ch((n+2)a)) Donc on obtient : Pp., (ch o) = ch((n+2)a)
Ainsi, puisqu'on a encore P, (ch o) = ch((n+1)a) , Ry est vraie
» Ainsi on a montré que R, est vraie et que, si R, vraie, Ry, est également vraie. Aussi, par le théoréme de récurrence, on
a:VvneNlN, Ryvraie. Ainsi, VnelN, P,(ch a) = ch(ha)
Ce résultat étant vrai pour tout o. de IR, on obtient : VneN, Vae R, P,(ch a) = ch(na)

d) Déterminer toutes les racines de P, ( On montrera, en utilisant 3a, que ces racines sont distinctes, réelles, qu'elles appartiennent a [-1,1] et qu'elles s'expriment & I'aide simplement & I'aide de la fonction cos. )
il : 2k+1 . 2k+1 2k+1
D'aprés 3)a), on sait : Vke [0,n—1] , cos (%) est un zéro de P, car Pn(cos (KT)E ) = oS (ﬁ—z)ﬂ> =0
Or cos est injective sur [0, 7] donc ces n zéros sont distincts 2 a 2. Mais P, est de degré n, ainsi on a trouvé tous les

M) pour ke [0, n-1l

zéros de P, : Les zéros de P,, sont tous simples et dans [ — 1, 1] : ce sont les cos ( on

e) Déterminer toutes les racines de P (on prendra garde a la dérivation de la relation 3a..)
FixonsnelN'.Ona:
VaeR, Py(cos a) = cos(na) donc en dérivant (selon o) on obtient : VaeR, —sin(a) P,'(cos o) =—n sin(no)

. k .
Aussi Vke [1,n-1] ,cos (Tn) est un zéro de P,' (onaenlevé le cas "k = 0" & cause du "sina " devant P,'(cos o) )
Or cos est injective sur [0, ] donc ces n — 1 zéros sont distincts 2 a 2. Mais P, est de degré n— 1, ainsi on a trouvé

tous les zéros de P,": Les zéros de P,,' sont tous simples et dans [ — 1, 1] : ce sont les cos (%) pour ke[[1,n-1]

Pour n =0, Py' est le polyndme nul....
f) Montrer, en utilisant la relation de récurrence donnant (Py), que VneN, Py APn. = |

Soit D, = PGCD(P,, Pn+1). OnaPy =2 X Phyy— P, donc D, = D, La suite (Drl )neIN est donc constante.
Aussi, VnelN, PGCD(P,, Py.1) = PGCD(Py, P;) = |

g) Déterminer la décomposition en éléments simples de Pl

n

nt . (2k+D)m
Les zéros de P, étant simples, on a: 1 Ax avec A, = 1 _ sm ( 2n
n 3 s k — =
Pr Z X —cos <£—)—2k2+nl n) Pn(cos (K—)—Zk;nl ”)) n sin (Qk_;l)ﬂ)

k=0

PARTIE 11
Soit x eR. Soit u, =Py (X).
1)  Ecrire, a partir de la définition de (P,), une relation de récurrence entre Un+z, Uns1 €t Up

Ona: VnelN, Upz =2 X Upsr — Uy
2)  Enutilisant les résultats généraux sur les suites récurrentes linéaires doubles, montrer que:

a) sixe]-l,l[,alorsPn(x)=%((x+i\/?)n+(x—i\/?)m)

On considére I'équation caractéristique (C) associée a la récurrence VnelN, Up+z = 2 X Ups1 — Uy
Ona (C):z°—2xz+1=0 (ce seralaméme équation caractéristique dans les deux cas suivants)
Le discriminant réduit de (C) vaut : A'=x*—1<0.

Les racines sont distinctes et valent X + i~ /1 — x2 et X— i~ /1 — x2 .

n n
On sait alors qu'il existe deux complexes (a., B) tels que : VnelN, u, = a (x +1i /1 X ) +B (x —in /1 e )

Or w=1l=a+pP etu=x=a (x+ix/17x2) + B(xfixllfxz) doncoc:ﬁz2

1=



b) S.XER\[u]p(x)—-((w\/:) (X’\/_))

n
)
Dans ce cas, les solutions de (C) sont x+\/x -1 et x—\/ -
2 n 2 n
On sait alors qu'il existe deux complexes (a., B) tels que : VnelN, u, = a +\/x - ) + B(x—\/x —1)
-1 = —y = 2 2 —p=1
Or w=1l=a+p et uu=x=a (x+\/x 71> + B(xf X 71) donCOL—B—E

Donc, si x R\ [-1,1], Ve N, U, = Py(x) = %((X+'\ 1) +(x-nf-1))

¢) Que se passe-t-il si x € {-1,1}?
Six=1ou-1, alors I'4quation (C) posséde une racine double : x

On sait alors qu'il existe deux complexes (o, B) tels que : VnelN,u, = (o + 3 n)x
Or w=1=oa et uy=x=ax+px donca=1cet =0

Donc, six e{—1,1}, VhelN, u,=P,(X) = x"

3) Retrouver ces résultats a l'aide des résultats de la partie |

[

Donc,six €]-1,1[, VneN, u,=Py(x) = l((x+i 1-% )n +<x-i\/1 )
(x

~» Six e]-1,1[, il existe un réel o dans ]0, x[ tel que x = cos o.
Aussi, u, = P, (cos o) = cos(n o) = % (" +e "

n n
Dot 1 Uy = Pn(X) = %((cosaﬂsina)n+(cosa—isina)n):%((Xﬂ“i\/l—xz) +(X—i 1—X2>)
~» Si x> 1, il existe un réel positif o tel que x =ch a. Aussi, u, =P, (cha) =ch(ha) = % e"+e "
AN ey — _ 1 . n . ny _ 1 2 n 2 n
D'ou : Uy =Pn(X) = 5((cha+|sha) +(cha-isha) )— §(<X+\/X —1) +(X—\/X —1)>

~» Six <—1, il existe un réel positif o tel que x =—ch a.
Aussi, Uy = P, (—ch o) = (— 1)" ch(n o) =%(— 1)" (" +e "% Dou:
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w» Six=—1ou 1. On adéjamontré dans le 1 2)c) que Py(1) =1 et Py(—1)=(—1)"



