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POLYNOMES

SoitK=RouC

I) Polyndmes a une indéeterminee sur K

1) Définition

Définition: Un polyndéme P sur K (ou a coefficients dans K) est une suite presque nulle
d'eléments de K (ap, a3, .., a,, 0, .., 0,..) ol les a, eK et sont nuls a partir d'un certain rang.

On munit I'ensemble des polyndémes de I'addition + et de la loi externe . , restrictions de celles
existant pour I'ensemble des suites.

SiP=(ag .., a,0,..0,..)etQ=(by, .., by, O0,.,0,..) sont deux polyndmes, on définit PxQ, ou

k
PQ, par : PQ = (Cqo, .., Cn, 0,.., 0, ...) oU VK €N, ¢, = Z A _j bj
j=0

Soit K[X] I'ensemble des polynémes a coefficients dans K. On vérifie aisément que (K[X],+,x)
est un anneau (I'élément neutre de x étant 1=(1,0, ..,0,..)) et qu'il stable par multiplication externe (on
dira que (K[X], +, .) est un espace vectoriel sur K)

2) Notation définitive

Onnote 1=X" et X le polynéme (0, 1,0, 0, ..., 0, ...).
On vérifie, a l'aide du produit vu précédemment, que ¥n eN, X" =(0,..,0, 1,0, .., 0,..) ou la suite débute
par n 0 et ne possede qu'un 1.

+ o p
SiP=(a, ., a,0,..,0,..)onaalors: P= Zak X = Zak X'
k=0 k=0

I1) Degreé d'un polynéme

P
Définition: Soit P = Z a X un polynéme non nul, on appelle degré de P le plus grand
k=0

entier k tel que a, soit différent de 0. On note deg(P) cet indice.

On convient que le degré du polyndme nul est -oo.

Définition: Si P est un polyndme (non nul) de degreé d, le coefficient dominant de P est
par définition le coefficient du terme de plus haut degreé i.e. ag.

Définition: Un polyndme unitaire (ou normalisé) est un polyndme de coefficient dominant 1.

Proposition : Soit (P,Q) e(K[X])

(i) deg(P+Q) < max(deg(P),deg(Q)) (i) deg (PQ) = deg(P) + deg(Q)

Dem: (i) Si deg(P) = deg(Q), deg(P+Q) = max(deg(P),deg(Q))
Si deg(P) = deg(Q). Si les coefficients dominants ne sont pas opposés alors P+Q a le méme degré, sinon il a un degré inférieur.
(ii) Dans la formule donnant les coefficients du produit, on voit que cp.q est le produit des deux coefficients dominants (donc il

est non nul). Pour k > p+q, I'un au moins des termes a,.j ou b; est nul dans la somme donc ¢, est nul. Aussi deg(PQ) = p+g. (On
prolonge cette formule dans le cas ou un (ou les deux) polyndme P et Q est nul.

Proposition : Le produit de deux polyndmes non nuls est non nul
Dem: On utilise la formule donnant le degré du produit de deux polyndmes

Proposition : L'ensemble K,[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n est un sous-
espace vectoriel de K[X] i.e. il est stable par combinaison linéaire
Dem: On vérifie aisément les stabilités
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P
Définition: Soit P = Z 3 X< et Q deux polynémes. On appelle composé de P par Q , le
k=0

P
polyndme Po Q= Z a, Q"
k=0
Proposition : Soit (P, Q) e (K[X])? avec Q non constant. Alors deg(P o0 Q) = deg(P) x deg(Q)

Dem: Si P est constant, c'est le cas aussi de P 0 Q
Sinon, en notant p le degré de P, le degré de P o Q est celuide QP c'est-a-dire p x deg(Q)

I11) Divisibilité dans K[X]
Divisibilité dans K[X]

Définition: Soit A et B deux polynémes de K[X].

On dit que B est un multiple de A < 3QeK[X] | B=AQ.

Définition: Soit A un polyndme de K[X]. On dit que B eK[K] est un diviseur de A < A
est un multiple de B.

0 étant multiple de tout polyndme, on I'écarte et on cherche si dans K[X] \ {0}, la relation AR B
< Adivise B est une relation d'ordre.

— On a bien la réflexivité

— On a également la transitivité

— Par contre on n'a pas I'antisymétrie ( par exemple P et 2P sont multiples I'un de l'autre)

Aussi en se restreignant aux polyndmes unitaires, on a bien une relation d'ordre.

Définition: Deux polynémes P et Q sont associés <> JaeK |P=a Q

Division euclidienne dans K[X]

Théoréme : Soit (A,B) e K[X]?, B #0. Alors 31(Q,R)eK[X]? tel que : A=BQ + Ret
deg(R) < deg(B). Q et R s'appellent respectivement les quotient et reste de la division euclidienne de A par B

Dem: Existence Soit BeK[X] non nul fixé. Soit la propriété de récurrence P, : "V PeK[X] |deg(P) <n,
3(Q,R)eK[X]?| P=BQ + R et deg(R) < deg(B). "
— P est clairement vrai : il suffit, si B non constant, de prendre Q = 0, et si B constant, B =all, de prendre Q = (o)™ P.
— Si P, estvrai. Soit PeK[X] avec deg(P) <n+ 1. Sideg(P) <n on abien le résultat

Si deg(P) = n+1. Si n+1 < deg(B) alors on prend Q = 0, sinon, on considere

P, =P — (/,)X"*®) B avec a et b les coefficients dominants respectifs de P et B. On vérifie alors que deg(P:) < n
donc on peut lui appliquer I'nypothése de récurrence et alors le reste R pour P est celui pour P; .
Unicité Si3(Q,R)et(S,T)telsque A=BQ+R=BS+T.0Ona:B(Q-S)=T-R.
Or deg(T-R) < deg (B). Donc d'aprés la formule donnant le degré d'un produit, on en déduit que T-R = 0 = Q-S. CQFD.

Algorithme de la division euclidienne

On utilise l'algorithme proposé par la démonstration : tant que le polyndme P est de degré supérieur au égal a
celui de B, on dte & P le polyndme (%/,)X%*9®)-%9® B - on obtient alors un polynéme qui est de degré strictement inférieur
a celui de P. On réitére le procéde au nouveau polyndme jusqu'a obtenir un polyndéme de degré strictement inférieur a
deg(B). Ce dernier polyndme est alors le reste R. Q est la somme des mondmes (*/,) X%~ ®9®) | 3 disposition pratique
est la méme que la disposition pratique de la division euclidienne sur Z.

Exemple : 2 X* = X3+ X2 = X +3 = (2X23X) (X?+ X +2) +5X + 3
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V) Fonctions polynomiales
I Définition

Définition: Soit P un polyndme de K[X]. On note P = Y a, XX On appelle fonction polynomiale
k=0

associée a P la fonction f: R>R , X — ag + arX + ax® + ... + axX"

~

On notera souvent f sous la forme P ou par abus P.

Définition: Une équation algébrique est une équation de la forme : (e) P(x) =0

Définition: Une solution (ou racine) de (e) est appelée zéro de P.

Théoréme : Xg est un zéro de P < (X — Xg) divise P

Dem: Rappel : A divise P ssi le reste de la division euclidienne de P par A est nul.
On effectue donc la division euclidienne de P par (X —Xo). Ona: P = (X —Xo)Q + R avec deg(R) < 0 donc avec R constant. X-xo
divise P < Reestnul < R(Xq) =0 < P(xq)=0

Définition: Soit Xq un zéro de P. On dit que X, est zéro d'ordre k de P ssi P est divisible
par (X-Xo)X mais pas par (X-xo)<*.

Théoreme : * Si (X,X1,...,Xn) sont des éléments de K différents. Alors si (Xg,Xy,...,Xn) Sont des
zéros de P alors soit P est nul soit deg(P) > n+1.

** Si Xo est un zéro de P d'ordre k alors deg(P) > k
*** Si Xo d'ordre k et x; d'ordre m sont des zéros de P alors deg(P) > k+m

Dem: *OnaP = (X-x0)Qq. X; est un zéro de P mais pas de (X-Xo) donc c'est un zéro de Qo . D'oli P = (X-X)(X-

X1)Q; et on réitére le procédé : (X-Xg)(X-Xy)...(X-X,) divise P. ** P = (X-X)Q CQFD
*H% P =(X-x,)“Q. Mais (X-x;)™ est premier avec (X-Xo)* et divise P, donc il divise Q : P = (X-xo)"(X-x1)"Q; .

Corollaire : Si P et Q sont deux polynémes de K[X] de degré inférieur ou egal a n et dont
les fonctions polynomiales associées coincident en n+1 points différents alors P=Q

Dem: On applique le premier résultat du théoréme au polynéme P - Q .
Caracterisation d'un poyndme par sa fonction polynomiale
Soit ¢ : K[X] - F(K,K) ,P - ¢(P)= P.

Theoreme : ¢ est une application injective

De_m: Soit P et Q deux poynémes ayant la méme fonction polynomiale. Soit R = P — Q . Soit n un majorant des
degrés de P et de Q. R s'annule en 0, 1, 2, ..., n et donc en au moins n + 1 points distincts. Or deg(R) <n, donc R est nul... et

donc P = Q. Donc ¢ est injective.
On n'a pas surjectivité : la fonction sinus s'annule une infinité de fois mais n'est pas polynomiale.

Algorithme de Horner

Principe : On écrit P = a,X" + a,, X" + ... + ;X + ap | = ((((@nX + @p1) X + @) ... +ag).

Intérét algorithmique : Pour calculer P(x) directement il faut ((n-1) + (n-2) + ... +1) = O(n?) multiplications et n
additions alors qu'avec l'algorithme d'Horner, il ne faut que n additions et n multiplications.

Utilisation pour calculer des valeurs en un point des fonctions polynomiales:

On écrit dans la premiére ligne d'un tableau les coefficients du polyndme dans l'ordre décroissant des degrés (on met
éventuellement des 0 en I'absence d'un terme de degré k).

On prend la valeur du point considéré. Dans la premiére colonne on note le produit de cette valeur par le premier coefficient. Puis
on ajoute le résultat au coefficient suivant qui I'on multiplie par la valeur du point considéré et on réitere le procédé. A la derniere
colonne on ne calcule que la somme du dernier résultat obtenu et du coefficient.

Exemple : On veut la valeur en 3 de la fonction associée a P = 2X3— 3X% + 4X -5
3 4 5

Ll

3

%
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Polyndmes scindés
Définition: Soit Pe K[X] de degré n> 1. On dit que P est scindé sur K ssi
3(ay,...,ap) €K’ F(ay,...,ap)e(N)° | Vje{l,..,p}, @ zéro d'ordre o et oy +... +ap=n
p
& Fag,r) €KP, I(oarncg) e N, 0K PO =2 | (x-a9 *¥
k=1
Relations entre les coefficients et les racines d'un polyndme scindé
n
Soit P = D a XK un polyndme scindé , a, = 0. On appelle X4, Xo, ..., X, S€S Z€ros ot on a
k=0
pris les zéros autant de fois que leur ordre de multiplicite.
Ona:P=a, (X=X (X=Xp) ... (X=Xp)
=a, [X” — (gt X)X+ L+ (D) 3 XX X+ L+ (—1)”x1x2...xnj

1<ip<iy<..<ig<n

o a. a. an_
Ainsi i Xy + Xp + .. + X, = — anl ’ ZXin = %n 2.’ - inl“'xik :(—l)k ;K et
" lc<i<<jsn M idicien<icen "

X1 . Xg ... Xy = (=1)" G
dn

Exemple : SiP=aX’+b X +c aveca=0.Six; etx, sont les deux racines (dans C) on a
b c
X1+Xo=—= et X;.X = =
1 2 a 1 2 a
Exemple : SiP = axX®+bX?+cX+d aveca=0.Sixy, X, et X3 sont les trois racines
(dansC) ona: x1+x2+x3:—g . X1 Xo + X1 X3 + Xy X3 :g et Xy Xy Xz = —g
Exemple:SiP=aX*+bX3+cX?+dX+e aveca=0.Six;, Xy, Xset X, sont les

. b e
quatre racines (dans C) ona: X; + Xo + X3 + X4 = —3 X1 Xp X3 X4 = 3

C d
X1 Xog+ X1 Xz + X1 Xg+XoXg+XoXg+X3Xy = a el Xy Xo X3+ X1 Xo Xg+ X1 X3 Xg + Xo X3 X4 = —a

Exercice : Soit (x,y,z) les trois racines de X* +p X +q (q#0).
Déterminer : S, =x? +y* + 22, S;=x>+y* + 2% et 31:%+%+%

Réponse : 51:‘5 , S, =—2p et S3=-3q

V Dérivation
Dérivation formelle

n n
Définition: SoitP = > a, XK . Soit A(P)=P'= > ka,Xk~1 On I'appelle polynéme dérivé
k=0 k=0
de P. On appelle dérivation I'application : A : K[X] - K[X], P — A(P)
Remargue: Dans le cas ou K = R, la dérivation formelle correspont a la dérivation usuelle.
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Propriété : (i) V(P,Q)eK[X]*, V(a,B)eK[X] , A[@P + BQ) = a A(P) + B A(Q)

(if) V(P.Q) eK[XI’, A(PQ) =A(P)Q + PA(Q)

(i) si deg(P)=1, deg(P")=deg(P)-1, sideg(P)<1, P'=0

Dem: (i) Soit (P,Q)eK[X]? (a,p)eK? Soit n = sup(deg(P), deg(Q)). Quitte a rajouter des coefficients

n n n
nuls,ona, enposantP = > ax XKet Q= 3 by XX : A(@P+BQ) = Al X (o a + B by) ijz
k=0 k=0 k=0

Dk(aac+Bb) Xk T=g D kae XK1+p D kb XK1 Donc A@P+BQ) = o A(P) + B A(Q)

k=1 k=1 k=1
2n 2n
(ii) On reprend les notations du (i) : Ona: PQ = A Z ( > a b,-) XK | = Z ( > aib (i+j)X”“j =
i+j = k i+j =k
k=0 k=0
2n . - . .
Z ( Y ((a X (X)) + (@X) (j by X”))) =A(P)Q + PA(Q)
i+ = k
k=0
(iii) Provient directement de I'expression de A(P)
Dérivations successives
A(P)=P" , A¥P)=P" .., A" = A(A™*(P)) = P"

n
Théoréme : Formule de Leibniz A"(PQ) = Z Cﬁ Ak(p) Anfk(Q)

k=0
Dem: On procéde, comme en analyse, par récurrence sur n
Theoreme : Formule de Taylor  Soit aeK. Soit PeK[X] de degré deg(P) <N. Alors

N N
() (k)
P(a+X)=§ uklﬁlxk ou P(X):E uklﬂl(x-a)k
k=0 k=0

n
Dem: Soit Q(X) = P(a+X). On a deg(Q) = deg(P) < N donc, on peut écrire Q sous la forme Q = > b Xk
k=0
De plus, VkeN, Q®(0) = P¥(@) . or Q¥(0) = k! by . D'oul le résultat
Corollaire : Si PeK[X] de degré n, a eK et qe{0,..,n}. Alors:
aestun zérod'ordreqdeP ssi P(a)=0,P'@) =0, ..., P4Y@) =0 et P¥@a)=0
Dem: = Si a zéro d'ordre ¢ de P, on a: P = (X-a)* R avec R(a) = 0. Par la formule de Leibniz, on
sait que sik < g-1, P¥@) =0 et P@@) =q! R(a) =0
< SiP@@)=0,P'@)=0, .. P%Ya) =0 et P®a) =0, on a d'aprés la formule de Taylor,

N N
P(X) = Z Miﬁl (X-a)* = (X-a) Z iil@l (X-a)9 = (X-a)'R(X) avec R(a) =0
k=q k=q
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VI Arithmétique des polyndomes

Diviseurs communs de deux polynomes : Algorithme d’'Euclide.

Théoréme : Soit (A,B) e K[X]* tel que (A,B) # (0,0) . L'ensemble des diviseurs communs de

A et de B est I'ensemble des diviseurs d'un unique polynéme unitaire.

Définition: Ce polyndme est appelé plus grand diviseur commun de A et B et est noté

PGCD(A,B) ou AAB. On convient le PGCD(0,0) =0.

Dem: Quitte a échanger A et B, on peut supposer deg(A) < deg(B). On note D(P) I'ensemble des diviseurs de P.

— Si B=0, les diviseurs communs de A et de B sont ceux de A (car tout polynéme divise 0). L'ensemble D(A) est alors
I'ensemble des diviseurs du polyndme unitaire associé a A.

— Si B # 0. On effectue la division euclidienne de A par B : A = BQ + R avec deg(R) < deg(B). On vérifie que tout
diviseur de A et de B divise R et que réciproquement tout diviseur commun de B et de R divise A. D'ou D(A) (1 D(B)
= D(B) N D(R). On poursuit I'algorithme, appelé algorithme d'Euclide, tant que le reste obtenu est non nul.

On obtient : D(A)ND(B)=D(B)"\D(R)=D(R)ND(R>) =...=D(R) (1 D(Rk+1) . On aboutira nécessairement a un reste nul
car la suite des degrés deg(Ry) est strictement décroissante.

On suppose alors que Ry # 0 et Ry.; = 0. On a alors D(A) () D(B) = D(Ry). On prend alors le polynéme unitaire
associé a Ry.

Exemple : X* =3 X2 — 4= (X3 +2X? - X - 2) (X-2) + 2X* -8
XP4+2XP X —2=(X?—4) (X+2) +3X +6 et X*—4=(X+2)(X-2)
Dol: (X*=3X2-HAXC+2X2-X-2)=X+2
Polynémes premiers entre eux
Relation de Bézout: Soit (A,B)eK[X]?. Alors 3(U,V) eK[X]*tels que AU + BV = AAB
De_m: Soit D = AAB.On reprend l'algorithme d'Euclide mais a I'envers : on a D = Ry = Ry, — Ri.; Qk. Ainsi D est la somme

d'un multiple de Ry, et d'un multiple de R,.; . On réitére le procédé et de proche en proche on montre que D est la somme d'un
multiple de A et d'un multiple de B. A fortiori, tout multiple de D est la somme d'un multiple de A et d'un multiple de B.

Définition: On dit que deux polynémes A et B sont premiers entre eux si et seulement si
leur PGCD est 1 (ou I).

Théoréme de Bezout : Soit (A,B) € K[X]?. Alors A et B sont premiers entre eux si et
seulement si 3(U,V) eK[X]*telsque AU+BV =1

Dem: On utilise le théoréme précédent : A K[X] + B K[X] = K[X]...

Exemple : Les polyndmes de Bezout associés @ A =X+ 1 et B = X2+ 1 sont

(U,V) = (Mo(X+1) + (XP+1)C , Yp(-X2-X+1) — (X3+1)C)

Corollaire 1 : Lemme de Gauss : Si A divise un produit BC de deux polyndmes et qu'il est
premier avec I'un des facteurs, il divise I'autre : (A |BC et AAB=1)=>A|C

Dem: D'apres le théoreme de Bezout, 3(U,V) telsque I=AU +B V.
Dou:AUC +BVC=C:Adivise AUCetBV Cdonc divise lasomme C.

Corollaire 2 : Si un polyndme est divisible par deux polynémes premiers entre eux alors il
est divisible par leur produit: (A|C,B|CetAAB=1)= AB|C

Dem: D'apres le théoreme de Bezout, 3(U,V) telsque I=AU +B V.
D'ol:AUC +BV C=C.0rC=AC;=BC, Dot C=AB (UC, + VCy)

Corollaire 3 : Si P est premier avec A et B, il est premier avec AB.

Dem: On multiplie les deux égalités obtenues par le théoreme de Bezout.

Exemple : Si un polynéme posséde deux racines a et b, a=b , alors il est divisible par (X-a)

et (X-b) qui sont premiers entre eux donc il est divisible par (X-a)(X-b)
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PPCM de deux polyndmes.
Théoréme : Soit (A,B) € K[X]? tel que ni A ni B n'est nul. L'ensemble des multiples
communs de A et de B est I'ensemble des multiples d'un unique polynéme unitaire.
Définition: Ce polyndme est appelé plus petit multiple commun de A et B et est noté
PPCM(A,B) ou AvB. On convient le PPCM(0,0) =0.
Dem: Onpose D=PGCD(A,B), A=D A; et B =D B,. Par définition du PGCD, B, et A; premiers entre eux.
Soit alors P un multiple de A et de B. On écritP = AP, =B P,.
A1A81=|:>E|(U,V)||=A1U+Blv :P=A1U BP2+51VAP1=AlB (UP2+VP1)
car A;B = A B;. Aussi P est un multiple de A;B
Réciproquement A;B est un multiple de B et de A car A;B = A B; avec B = D B;. Il ne reste plus qu'a prendre le
polynéme unitaire associé a A; B.

Remargue : On vient de montrer que le produit AB était un polyndme associé au produit du
PGCD et du PPCM de A et de B.

PGCD d'un nombre fini de polyndmes

Définition: Soit (Py, Py, ..., Pn)eK[X]", n polyndmes non tous nuls. On appelle PGCD de
(P, Py, ..., P,) le polyndme unitaire de degré maximal de I'ensemble des diviseurs communs a
Py, Py, ... et P, . On le note PGCD(P4, P, ..., P,).

Remargue : Cet élément existe bien. En effet I'ensemble des degrés des polyndmes unitaires

diviseurs communs a (P4, P,, ..., P,) est une partie de N, non vide (contient 0 = deg(l)), et majorée

(par le maximum des degrés des Py ) : cette partie de N posséde donc bien un plus grand élément.

Définition: Soit (Py, Py, ..., P,)eK[X]". On dit que (P4, Py, ..., P,)) sont premiers dans
leur ensemble si PGCD(P4, Py, ..., Py) = I.

On dit que (P4, Py, ..., Py) sont premiers deux a deux si pour tout couple (i,j) aveci #j,
PGCD(P;, P)) = |

Exemple : Les polyndmes X(X —1), X (X + 1) et (X —1)(X + 1) sont premiers
dans leur ensemble mais pas premiers 2 a 2.

Relation de Bézout: Soit (P4, P, ..., P,)eK[X]". Alors 3(U;, U, ..., U,) e K[X]"
tels que P,U +P,U,+...+P,U, =PGCD (Pl, Poy eees Pn)

V11 Polyndmes irréductibles.
Définition: Un polyndme non constant est dit irréductible si ses seuls diviseurs sont les

polynémes constants et les polyndmes qui lui sont associés.
Théoréme : Tout polyndme non constant possede au moins un diviseur irréductible.
Dem: Soit P un polyndme non constant. L'ensemble des degrés des diviseurs non constants de P est une partie

non vide de N” qui posséde donc un plus petit élément n,. Soit D, un diviseur de P de degré no. D est nécessairement
irréductible sinon il posséderait un diviseur non constant et de degré < n,. CQFD

Théoréme : Tout polyndme non constant est un produit de facteurs irreductibles. La
décomposition est unique (si on prend les facteurs irréductibles unitaires).

Dem: Existence : Soit P un polyndme non constant. Soit D un de ses facteurs irréductibles. De deux
choses I'une : soit 7/ est constant (et c'est fini) soit il n'est pas constant et on écrit sa décomposition... (récurrence)
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n p )
Unicité: Si P = H ng = BH C?J Dy et C; des polyndmes irreductibles unitaires. ~ Par comparaison des
k=1 j=1
coefficients dominants, on a oo = 3.
Quitte & prendre des puissances égales a 0 et a réordonner les produits, on peut écrire les décompositions avec les

q q
. o o
mémes facteurs irréductibles : P = H Ty K =a H TEEK .
k=1 k=1
Considérons le facteur irréductible IT. Ona IT* A=TI"B avec IT premier & A et a B. Si a<p alors 1" "PA =B
ce qui contredit B et I'T premiers entre eux. De méme avec B<a. Aussi on a montré a=p3.

Théoréme de D'Alembert-Gauss : Tout polyndéme de degré n >1 sur C est scindé.

Application a la recherche des polyndémes irréductibles sur R et sur C
Théoréme : (i) Les polyndmes irréductibles sur € sont les polynémes de degré 1
(ii) Les polynémes irréductibles sur R sont les polynémes de degré 1 et les polyndmes de
degré 2 de discriminant strictement négatif
Dem: (i) = Les polyndmes de degré 1 sont bien irréductibles sur C
<= Soit P un polynéme sur C de degré >1. D'apres le théoreme de D'Alembert-Gauss, P est divisible par
un polynéme de degré 1 donc P n'est pas irréductible.
(ii) = Les polynémes de degreé 1 sont irréductibles.
Si P est un polynéme de degré 2 de discriminant A<O. P est irréductible sinon il serait divisible par
un polynéme réel de degré 1 qui a une racine réelle ce qui est impossible car P n'a pas de racines réelles
< Soit P un polynéme réel de degré > 1. Comme P € R[X] < C[X], P posséde une racine a €C.
. Sia € R, alors (X —a) divise P donc P non irréductible
. Sia eC\R. Alors a est aussi racine de P. Or (X—a) et (X— a ) sont premiers entre
eux, donc (X—a)(X—a ) divise P (dans C[X]) . Mais (X—a)(X—a) est réel, donc
par unicité des quotient et reste de la division euclidienne de P par (X—a)(X—a )
dans C[X], le quotient de P par (X-a)(X—a) est réel . Ainsi (X—a)(X—a) divise
P. Aussi, si P n'est pas de la forme L(X-a)(X—a ) , il n'est pas irréductible.

Exemple : La factorisation de ( X" —1) dans C[X] est :

x-1=[Tlx- )
k=1

Propriété : Soit P et Q deux polynémes de C[X]. Alors P divise Q si et seulement si
tous les zéros de P sont des zéros de Q et leurs ordres de multiplicité dans Q sont supeérieurs
a leurs ordres dans P.

Dem: Provient de la décomposition en facteurs irréductibles

VIII Interpolation de Lagrange
Théoréme : Soit (ay, ay, ..., a,) N éléments distincts deux a deux de K, soit (ys, ..., yn)eK".
Alors il existe un unique polyndme P de K.[X] tel que : Vje[1, n ], P(a) =;j
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Dem: Existence. Pour ke[[1, n ]}, on pose Py = a—a) On Vérifie aisément que : Py est de
1<j<n
jzk

degré <n—1let V(kj) €[1, n J? P«(a) =8 ou &; est le symbole de Kronecker (vaut 1 si j =k, 0 sinon) .
n
Ainsi le polynéme P = Z Yk Pk est un polyndme de degré <n-1 tel que Vje[1,n ], P(a) =;
k=1
Unicité. Si P et Q sont deux polyndomes de degré <n-—1 telsque Vje[[1,n ], P(g)=y; = Q&)
Alors P —Q est un polynome de degré <n—1 ayantau moins n zeros distincts : donc P — Q est nul.

n
Remarque : Les polyndmes P vérifiant Vje[[1, n ], P(a;) = y;, sont de la forme P = P, + UH (X — ak)
k=1
ou U est un polynéme quelconque et Py est I'unique polyndme de degré < n — 1 solution du probléme.
Exercice : Trouver tous les polyndmes vérifiant : P(— 1) =1, P(0) =1, P(1) =2 et P(2) = 4
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FRACTIONS RATIONNELLES

1) Définition
Définition: Une fraction rationnelle sur K est un quotient P ouPet Q sont deux

Q
polynémes a coefficients dans K et Q non nul.

Eqgalité de deux fractions rationnelles

Définition: Les deux fractions rationnelles % et % sont égalesssi P; Q, = P, Q,
1 2

Somme de deux fractions rationnelles

Définition: On définit Iaddition par : £+ £2 =20t P Qs

Produit de deux fractions rationnelles
Définition: On définit la multiplication par :

Pro Po = PPy
QG Q QAUuQ
Propriété admise : L'ensemble K(X) des fractions rationnelles sur K est un corps
pour les opérations définies ci-dessus
Forme irréductible d'une fraction rationnelle
Propriété: Pour toute fraction R de K(X), il existe un unique couple (Py, Qo) de

polyndmes avec Q, unitaire et Py et Qo premiers entre eux tel que R = % :
0

De plus pour toute autre représentation de R sous la forme g on aura I'existence d'un

polyndme T telque P=T Py et Q=T Qq
Dem: Si R est une fraction rationnelle, en divisant le numérateur et le dénominateur par leur PGCD et le

coefficient dominant du dénominateur, on trouve une expression de la forme Po voulue.
0

Pour toute autre représentation de R sous la forme g , I'égalité : (1) : Po Q = Qq P et le théoréeme de Gauss permet

d'affirmer que P est un multiple de Po. Ona alors P =T Py avec un certain polynéme T.

En remplagant dans I'égalité (1), onaaussi Q =T Qo

Ce résultat prouve alors l'unicité du couple (Po, Qo) car alors P et Q sont premiers entre eux sssi T est un polynéme
constant non nul, et Q est unitaire ssi T est unitaire.

Définition: On appelle cette représentation de R sous la forme R = % avec Py et Qo
0

premiers entre eux et Qg unitaire la forme irréductible de R

Degré d'une fraction rationnelle
Définition: Soit R une fraction rationnelle de forme irréductible R = % . On appelle
0

degré de R I'entier relatif : deg(R) = deg(Po) — deg(Qo)

Remarqgue : Si R est une fraction dont une représentation est g alors deg(R) = deg(P) — deg(Q)
Exercice : Montrer : deg(R1 R,) = deg (Ry) + deg(R,) et deg(R; + R;) < max (deg(R;) , deg(R>))
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I1) Fonction rationnelle

Définition: Soit R une fraction rationnelle de forme irréductible R = % . On appelle fonction
0

rationnelle associée a R la fonction : K\E - K, X —> gi())% avec E ensemble des zéros de Qo
0

Zéro d'une fraction rationnelle

Définition: Soit R de forme irréductible R = % . On appelle zéro de R, tout zéro de Py . Si o est
0

un zéro de R, son ordre de multiplicité est I'ordre de multiplicité qu'il posséde en tant que zéro de Py
Pole d'une fraction rationnelle
Définition: Soit R de forme irréductible R = % . On appelle pole de R, tout zéro de Qo . Si o est
0

un pole de R, son ordre de multiplicité est I'ordre de multiplicité qu'il posséde en tant que zéro de Qo

Exemple: SiR = 82;12))3((;(;12)12 1 est un pole d'ordre 1 et — 2 est un zéro d'ordre 1

I11) Etude locale d'une fraction rationnelle
Partie entiére d'une fraction rationnelle

Définition: Soit R une fraction rationnelle de forme irréductible R

= % . On appelle partie
0
entiere de R, le quotient de la division euclidienne de P, par Qo.
Remarqgue : La partie entiére de R est I'unique polynéme E tel que R — E soit une fraction
rationnelle de degré strictement négatif

Partie polaire d'une fraction rationnelle relative a un podle donné

Propriété: Soit R une fraction rationnelle de forme irréductible R = % . Soit a un pole de R
0

d'ordre m. Alors il existe un unique polynéme P, Vvérifiant : deg(P,) <m et R——"a__ estune

X-o)"
fraction rationnelle n*ayant plus a pour pole
Définition: On appelle partie polaire relative au pole a de R, la fraction (XL

m

-
Dem: Admis
Remarque : En décomposant P, & l'aide des (X — o) avec 0 <k <m—1 (cf. Taylor) , on pourra écrire
m
la partie polaire relative au pole a sous la forme : Z (XAk % avec A, constantes
-

k=1

Décomposition en éléments simples sur C

Théoréme: Soit R une fraction rationnelle sur €. Alors R est la somme de sa partie entiére
et de toutes ses parties polaires

Dem: La différence de R et de la somme de toutes ses parties polaires est une fraction n'ayant aucun pole
parmi ceux de R ni parmi les autres complexes qui ne sont ni pdle de R ni pdle des parties polaires de R.
Ainsi cette fraction est une fraction sans pdle sur C. Donc c'est un polynéme T. Mais alors R — T est une somme

de parties polaires donc est une fraction de degré strictement négatif. Ainsi T est la partie entiere de R

Définition: On appelle élément simple sur K toute fraction rationnelle de la forme : 5PR avec Qun

polynéme unitaire irréductible, k un entier naturel non nul et P un polynéme de degré deg(P) < deg(Q)

Théoréme: Soit R une fraction rationnelle sur €. Alors R s'écrit de maniére unique comme
somme d’eléments simples et d'un polyndme
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Dem: L'écriture de R sous forme de somme de sa partie entiére et de ses parties polaires fournit une DES.
Si on avait une autre écriture, les pdles des différents éléments sont nécessairement ceux de R. De plus en regroupant tous les
éléments simples ayant le méme pdle a, on trouve une fraction de p6le a de degré strictement négatif et tel qu'en lui retranchant
R on obtient une fraction n'ayant plus a pour p6le : ainsi le regroupement de tous les éléments simples ayant le méme pole a
fournit la partie polaire de R relative au pole a.
On termine la démonstration en constatant que R débarrassée de tous les éléments simples donne un polynéme T tel que R - T
soit une fraction de degré strictement négatif.

Remarque : Toute fraction rationnelle sur IR admet également une unique DES sur IR que I'on obtient en
regroupant les parties polaires de la décomposition sur € correspondant & des pdles conjugués
Pratique de la décomposition en eléments simples
On considere une fraction R = % ou on prendra soin de décomposer Qo en produit de facteurs irréductibles.

1) On commence par déterminer la partie entiére E de R. On obtient alors un polynéme S de degre

strictement inférieur a celui de Qg Vérifiant : R = E + Qi
0

2) Si o estun pole d'ordre m. On écrit Qo = (X — )™ T avec T un polynéme ne s'annulant pas en o.. La
m

partie polaire associée au pble a de R s'écrit sous la forme : E ﬁ avec Ay constantes.
— o

k=1

m
On multiplie la fraction R par (X — )™ : on obtient : (X - )" R = Po = 3 A X—a)™ *+(X-—a)"L
T
ou L est une fraction n'ayant pas o pour p6le . En prenant la valeur en o, on obtient : Ap = E’I_JO(@)Z
(04
Remargue 1 : Si le pole est simple,ona : Qo=(X—-a) T et donc T(o) = Q'o(ar)
Remarque 2: R=E + Qi donc les parties polaires de R sont les mémes que celles de Qi . Donc le
0

0

travail précédent peut étre fait avec S plut6t qu'avec P.
3) Pour les coefficients qui resteraient a déterminer, on prend des valeurs particulieres simples qui ne sont

pas des pbles (0, 1, i, .., et aussi "+ oo"
AXP_TX*+3X+2 1 1 .2, 3
Exemple : = _ + 44
SIHPIE X-1)*X(X+1) (X-1° X-1 X X+1

Exemple : Si P est un polyndme scindé dont les n zéros o sont d'ordre my alors la

n
Mg

X—Otk

décomposition en éléments simples de % est % =

k=1
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