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DEVOIR EN TEMPS LIBRE N° 17

Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies. Vous préterez
une attention particuliére au soin de vos copies et & la qualité de votre argumentation

PROBLEME : Intégrales de Wallis - Formule de Stirling

n

)n vV2rn. On va en donner

Le probléme a pour but de démontrer la formule de Stirling affirmant n! ~ (
e

plusieurs démonstrations mais toutes celles proposées utilisent un résultat sur les intégrales de Wallis.

PARTIE 1 Intégrales de Wallis

us

2
Soit n € N. On pose : I, = / sin"(t) dt qu’on appelle intégrale de Wallis
0

1. Montrer que la suite (), oy est monotone. En déduire que (1), oy converge.
n—1

2. En intégrant par parties, montrer que : Vn e Nn > 2 = [, = Lo

3. Pour n € N*, on pose T,, = I, X I,_1. Exprimer T},;1 en fonction de T,,.
En déduire T, en fonction de n.

I
4. En utilisant le théoréme des gendarmes, montrer lim ntl .
n—-+00 In

T

En déduire a l'aide du 3, I, ~ o

n

5. Soient ,(]5 T' Is, et K, = Is,41. En écrivant la relation de récurrence liant J, et J,41, montrer que
p)l ) R .
=———~— E d K,=1 fonction de p.

P = 2 (p!)2 5 xprimer de méme K, 2p+1 en fonction de p

PARTIE II Premiére approche de la formule de Stirling

1 1 1 1 1 1
On rappelle quun DL & l'ordre 3deln {14+ — | estn {14+ — ) =———S+-—+0| =
n n n 2n?  3n3 n3

. 1. - “ 1
L Soit fo = —. Soit S, = > o= Zp
k=1 k=1
(a) Montrer que (Sy),, o+ €st croissante.

1 Fod
(b) Montrer que : Vk > 1, 2 < / —32: ( on pourra s’aider d’un dessin)
k-1 7T
" dx 1

=2~

(¢) En déduire que, pour n > 1, S, <1+ —
1 T n

(d) En déduire que (S,), cn- converge.

n
2. Soit (vp),cn+ une suite de réels positifs et (V},),, o+ définie par : V,, = ka.

k=1
1
Montrer que, si v, ~ —;, alors (V3,),,cy- converge.
n
) 1 /n\n -
3. Soient u, = o <g> Vn, wy, = In (upt1) — In (uy,) et W, = Zwk.
k=1
1 1
En utilisant un DL, montrer que : w, = o2 +o0 <n2> Qu’en déduire pour (W), cn- 7

n
4. En déduire qu’il existe A > 0 tel que : n! ~ A (ﬁ> vn .
e

5. En utilisant la partie I, calculer A et en déduire la formule de Stirling.
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PARTIE IIT Seconde approche de la formule de Stirling

1. Soit k> 0 un entier et f la fonction réelle définie sur [k, k + 1] par f(t) = In(t).
1
Soit g la fonction affine sur [k, k + 1] et h la fonction affine sur |k, k + 3

| —

1
et {k + > k+ 1] vérifiant :
f(k) =g(k) = h(k), f(k+1)=g(k+1)=hk+1), f'(k)="n"(k)et f'(k+1)=h(k+1).
(a) Représenter les courbes de f,g et h sur un méme dessin, en précisant leurs positions relatives.
( Attention : h n’est pas continue)
(b) Par des considérations d’intégrales, prouver que :
1 1

(In(k) +In(k+1)) + — —

k+1
(In(k) + In(k + 1)) </k In(t) di < sk 8(k+1)

| =
| =

n—1

" 1

2. On pose, pour n > 0 entier, J,, = / In(t)dt , K, = g 3 (In(k) + In(k +1)) et
1 k=1

n—1

b= (S s+ § (5 )

k=1

(a) Exprimer J,, K,, et L,, en fonction de n. On fera apparaitre In (n!) pour les derniéres.
(b) Démontrer que la suite (J, — K,),cn- est croissante et majorée donc converge vers un réel £ .
)
)

(c

(d) En utilisant la partie I, calculer ce réel £. En déduire la formule de Stirling.

Donner un équivalent simple de n! en fonction de cette limite £.

PARTIE IV Troisiéme approche de la formule de Stirling

1. Déterminer la monotonie et le signe sur [0, 1] des trois fonctions définies par :

3
, 9(x) = 3(1—29) et h(z) = f(z) — g(z)

1
f(x):—x+§ln pog|

1 1
2. (a) Pour n € N¥, exprimer (2n + 1) f (2n+ 1) et (@n+1)g <2n+ 1)

e ™ 1

et v, = up elzn.

2n+1
1. . L n- 2

(b) On considére les suites de termes généraux : wu, = '
n

Démontrer que la suite (uy,), oy~ €st croissante et que (v,), cn- est décroissante.

(c) Démontrer que (up),cn« €t (Un),cn- convergent vers la méme limite.

(d) En déduire qu’il existe un réel A tel que n! ~ An "5

Déterminer A & l'aide de la partie [

—n

1,
(e) Quelle est la limite de w, = — Vn! quand n tend vers +oo 7
n

WALLIS John (1616 - 1703) mathématicien anglais qui a été le premier & écrire ™ comme produit d’un
T 2.24.4.6.6.88...

27133557799,

nombre infini de rationnels : il montra (cf Partie I) que

mais ce produit converge

trés lentement.

STIRLING James (1692 - 1770) mathématicien anglais. Sa formule est remarquable car elle fait intervenir
n
7w dans un domaine (les probabilités) o on ne lattendait pas. De plus, cette formule n! ~ (ﬁ) 2mn
e

permet d’avoir un trés bon ordre de grandeur de n!



Lycée Marceau MPSI 2015/2016 Pour le jeudi 21 avril 2016

CORRECTION

CORRIGE

PARTIE I : Intégrales de Wallis  Soit n=> 0. On pose I, = JE sin tdt (Intégrale de Wallis)
0

1) Démontrer que la suite (I )
n JnelN

est monotone. En déduire que (ln) | converge.

SoitnelN.Ona:Vte |:0 s 72—[:| , 0<sin(t)< 1 donc 0 < sin™(t) < sin"(t). Ainsi, en intégrant sur |:0 , g:| ,ona: 0<I. <1,
La suite (In )HGIN est donc décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

2) En intégrant par parties, montrer que: VneIN,n>2 = [, =0-17, ,.

Soit n= 2. On intégre I, par parties en posant : u=sin™'t et v' = sin(t). On obtient :

t=[-sin’ tcos(t)] ”“‘”ﬁ it costdt—(n_l)U’z‘ i tht_ﬁsm"tdtj—(n—l)lnz—(n—l)ln

0 0

D'on VnelN,n22=1I,=0-1p ,
n

3) Pour n= 1, on pose T, = I, x I,.;. Exprimer T, en fonction de T,. En déduire T, en fonction de n.

Soitn>1.0na: Ty =1 =21, =T, .D'oula suite (nT,) . est constante. En particulier, vnelN" ,T,=1
n+l n+1 nelN n
OrT, =T, xIp=1xZ=Z2 D'oit VneN",T,= E.
2 2 2n
4) En utilisant le théoréme des gendarmes, montrer lim Lt = 1, En déduire a 'aide du 3,1~ \/21
n—+o Iy n
Puisque T, n'est jamais nul et que les intégrales I, sont positives, on a : VnelN, I, > 0.
Deplus,ona: VnelN, 0 <I,, <I, <I,. Ainsi, en divisant par [, on obtient : VnelN, 0 < “1;3 lrlltlé 1.
n n
Aussi, en utilisant le théoréme des gendarmes, on a lm} Ly
d n
En particulier, I, ~ I,;. Ainsi T, ~ (I,,)2 .Or T, = 21 . Donc (In)2 ~ ZL et donc puisque [, =2 0, I, ~ lzl
n n n
. 1 ot K= son de récurrence li . !212!‘ :
5) Soient J, =1, et K, = ly:1. En écrivant la relation de récurrence liant J, et J,+; montrer que J, = I Exprimer de méme K;, = I+ en fonction de p.

"Iy 2
La relation montrée en 2, permet d'affirmer : VpelN, J.; = %l% J, . Aussi, on obtlent :
p

2p
[Tk
VpelN, Jp= 2k*lJ 7H(2k*1)§(2k)E: k=1 T je VpeNN,J, = (2p)! . ]
27k 2
2o 2 2 (p1)’ 2
=1
i _ _ o 2% (p!
D'autre part, VpeIN , J, K, = Iy Ly = Topiy = m Ainsi : VpelN, K, ﬁ%

PARTIE II : Premiére approche de la formule de Stirling

1) Soit fn* 5. Soit S, = Z fi= z . Montrer que (S, ) N est croissante. Montrer que Yk > 1, kl < fk d_’z‘
. X
- k-1
En déduire que pour n=> 1, S, < l + f" d_’; =2—1 En déduire que (S,) - converge.
X n ne
l

1

e VnelN', S, —S,= W>O.Donc la suite (S,,)HGN est croissante
n
. . 1 I s . (ko d k odx _ 1
* Soitk €N, k=2 Ona :Vxelk-1,k, 5> Dou.fkilx—’z‘ > kflk_); =2
AusmVnean>2:S—1+§ L<i+ f“ dx -y f“d_’;:z—l:s.,sz—lsz
k ol ;X n n

e Ona (s")neIN* croissante et majorée par 2 donc (S")ne N converge



Lycée Marceau MPSI 2015/2016 Pour le jeudi 21 avril 2016

n

2) Soient (v,) . suite de réels positifs et (V,) . définie par V,= Y vi. Montrer que si v, ~ lz alors (V,) _, converge.
nelN nelN n nelN

e VnelN', V,;—V,= v,>0.Donc la suite (V,,)ne N est croissante
e Ona :v,~ —lenparticulier,EIpeIN*\Vne]N,anzvné —27
n n

n

p n
Ainsi, VneIN,n>p= V,= Y n+ 2w <V, + E % <V, +28,<V, +4. Aussi (V“)nelN* est majorée (p éuant fix)
k=1 k=p+1
k=p+1
e Ona (V“)nelN* croissante et majorée donc (V")ne]N* converge

nelN"

“n () = (L - (““ )— B A (N SIS B B
o (5) e D ) 2 ) e @)
1+0(l
4o ()

. 1 \ . LA
Ainsi 12 Wy~ —5 et donc d'apres la question precedente (et en utilisant le fait que w, est positif, au moins a partir d'un certain rang), (IZWH)HEJN* converge
n

3) Soient u, = — ( ) \/;1 wy = In(uy1) — In(u,) et W, = z wy. En utilisant un DL montrer que : w, = # +0 ( ]2). Qu'en déduire pour (W,) ?

Donc w, =

En particulier : (w")ne - converge
4) En déduire qu'il existe A>0 tel que n! ~ A (E) \[?1
€
Ona:VnelN',n> 2 = In(u,)= W,_; +In(u;) donc (ln(un))nEN converge : soit A sa limite.

Par continuité de exp, (un) - converge vers ¢" . On pose A = e*.Ona A>0et (un)ndNt converge vers % .
En particulier "—!~<) An ie n!~ A( ) \n

5) En utilisant la partie I, calculer A.

2p
' A(@B) «lzp
Ona : VpeN', Ly=1J,= @) A ussi Iy~ _\eJ = n_m_[ L
P w22 AN2p
2% A(B) \/_

Oronaaussi: Ip,~ \/7 daprésle 4. Ainsi i\/; \/41 et doncA=12n

n
En remplagant dans I'équivalent trouvé a la question précédente, on obtient la formule de Stirling : n! ~ (E> 27tn
e
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PARTIE 111 : Seconde approche de la formule de Stirling
Soit k>0 entier et /" la fonction réelle définie sur [k,k+1] par f(t)=In(t) Soit g la fonction affine sur [k,k+1], et 4 la fonction affine sur [k,k+'4[ et [k+'2,k+1]

vérifiant: f(k) = g(k) = h(k), f(k+1)=g(k+1)=h(k+1), f(k) =h'(k) et f(k+1) =h'(k+1) A P
1)  Représenter les courbes de [, g et & sur un méme dessin, en précisant leurs positions relatives. (Attention: 4 n'est pas continue). n
2) Par des considérations d'intégrales, prouver que:
k+1
1(In(k) + In(k+1)) < In(t) dt <1 (In(o+mk+n) + L L
2 - 2 8k  8(k+1)

k
f est concave car f'<0, donc le graphe de f est compris entre ses tangentes et ses cordes
Donc V xe[kk+1], g(x) < f(x) <h(x). On integre cette relation entre k et k+1. /
Pour g, il s'agit de l'aire du trapéze de hauteur 1 et de bases respectives In(k) et In(k+1)

Pour h il s'agit de la somme des aires des trapézes de hauteur % et de bases respectives In(k) et ya,et In(k+1) et yg

1
=—+ =—_— +In(k+
Or ya o In(k) et ya 2(k+ 5 In(k+1)
k+1
On obtient donc L (In(k) + In(k+1) ) < In(t) dt <1 (@) +In@k+1)) + L __1
2 . 2 8k  8(k+1)

n-1 n-1
n 1 (In(k) + In(k+1 1 (In(k) + In(k+1 L __1
11 On pose, pour n>0 entier, J..j In(t) dt K,= Z(E( (i infler ))) et L,= Z(E( (k) inles ))+§ g(ku))
1 k=1 k=1

1)  Exprimer J,, K, etL, en fonction de n. On fera apparaitre In(n!) pour les derniéres.
Par calcul direct, on obtient :

J,,=nln(n)—n+l,Kn=ln(n!)—%ln(n) et Ln=Kn+%(1—l)=ln(n!)—%ln(n)+%(1—l)
n n

2) Démontrer que la suite (J, - K , ) est croissante et majorée donc converge vers un réel /

n+l
Onpose W, =J,—K,. Ona:wy—w,=py —Jn) — Ky —K,) = J In(t) dt — %(ln(k) +in(k+l)) > 0.

Ainsi la suite (J, — K,)),»9 est croissante.
Par ailleurs, K, <J, <L, donc 0<J,-K,<L,-K,= % (1- 1 ) S% : 1a suite (J, — K,),>0 est majorée.
n

Donc, d'apres le th de la limite monotone, la suite (J, — K;),-o converge vers un réel / .
3)  Donner un équivalent simple de 7! en fonction de cette limite /

Par continuité de l'exponentielle, (exp(J, — Ku))nso converge vers ¢ > 0
mel EE
—n —n

2 2 n
.. . 1-
Or: exp(J,—K,) = n—'e. Ainsi, comme ¢’ > 0, n—'e ~¢ ienl~e' ' (9) \/;1
n: n! c
4)  En utilisant la partie I, calculer ce réel / . En déduire la formule de Stirling.

e
2p
Puisque I, = JZEBL% ona: I~ gi 1“,,\/21
2P(p) 22p(e17/ (E) \/E) € p
e
n
Orona: Isz\/:Lpd'aPré“e”- Ainsi ?T%'\/:Lp~ 4—np et donce' ' =127 etdoncn!~(§) 21tn
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PARTIE IV : Troisieme approche de la formule de Stirling

X+ 1 - o) N
<1 , g(x) = W eth(x) = f(x) — g(x)

1)  Déterminer la monotonie et le signe sur [0,1[ des trois fonctions définies par: f(x) = — X + % In

2 2 2
f, g et h sont de classe Z” sur [0, 1[ et : V xe[0, 1[, f'(x) = N X 5, g(x)= % et h'(x) =
- X - X

Ainsi, f et g sont croissantes sur [0, 1] et h est décroissante sur [0, 1]
Comme (0) = g(0) = h(0) = 0, on en déduit que f et g sont positives sur [0, 1] et h est négative sur [0, 1|

. 1 1
2)  a) Pourn eN*, exprimer (2n + 1)_f(m) et 2n+ l)g(m)

1+1
n

. 1 1
Onaalsément:(2n+1)f(2n+1)= 1+ 2“2_+1 In ot (2n+1)g(m)= 12n(1n+1)

2n+1 1
2 —n —

P . S 12n , . .
b) On considére les suites de termes généraux : u, = 2 C et v,=u, € . Démontrer que la suite (u,) est croissante et que (v,) est

n:
décroissante.
(up)n>0 €t (Vp)nso sont des suites de réels strictement positifs. Ainsi, pour déterminer la monotonie éventuelle de ces suites, il
suffit de comparer le rapport de deux termes successifs de la suite a 1.

1
Or: Ynil = exp ((Zn + l)f( m)) >1 Ainsi (u,),> est croissante
U,

n

1
Vo1 = exp ((2n +1) h( mil )) <1 Ainsi (V,)n>o est décroissante
v

n

¢) Démontrer que (u,) et (v,) convergent vers la méme limite.

Comme pour tout n, u, < v, < vy, la suite (u,),- est une suite croissante et majorée. Elle converge donc vers un certain réel p
1

T2n .
Or v, =u, e, donc (V)= converge aussi vers

2n+1

-n
d) En déduire qu'il existe un réel A telque n!~ An 2 e . Déterminer A a l'aide de la partie A
2n+1
== _a 2n+1
n e -n
Ona:p>u;>0.Donc ' ~p etdonc: n!~ An 2 ¢ avec L=1
n! w

2p

, »(2) vz
Or: Vpe]N*’ Iy =J,= _@p)! = Aussi I, ~ e—szﬁ 2L
IR

€
: \ . 1 7
0 DLy~ [ leld4. A E«/—~ T et doncA =12

T On a aussi 2p \/:p apres 1e 1msi % 2p \/:p € onc '\/_TE

n

n
En remplagant dans I'équivalent trouvé a la question précédente, on obtient la formule de Stirling : n! ~ (—) 27n
e

L n
e) Quelle est la limite de w, = = \[n! quand n tend vers + o0?
n

!
On pose t, = In(w,) = % ln(%) = %ln(le@ (\/27: + sn)) = % In(n)—1 + % ln(\lzn + gn) avec g, qui tend vers 0

Ainsi, t, tend vers — 1 lorsque n tend vers oo Donc, par continuité de exp, w, tend vers 1 lorsque n tend vers +o
e



