Lycée Marceau MPSI 2015/2016 Le mardi 29 mars 2016

DEVOIR SURVEILLE N° 9 (4 HEURES)

Ce devoir est constitué d’un exercice et deux petits problémes. L’ordre des exercices ne correspond a
aucun critére de difficulté ou de longueur : vous pouvez les traiter dans 'ordre que vous voulez. Veillez
a soigner la copie tant pour ’écriture, la propreté que pour la rédaction, la rigueur et I’argumentation.
Vous numéroterez vos copies et ferez apparaitre clairement sur la premiére page le nombre de copies.
La calculatrice n’est pas autorisée.

EXERCICE I : ENSAIS 2000 Application linéaire définie par une déri-

vation

Soit n un entier naturel. On désigne par F, le R—espace vectoriel des applications f telles qu’il existe un
polynome P € R, [X] vérifiant : Vo € R, f(x) = e"P(x)
1. Donner une base de E,, et la dimension de F,, .
2. Soit D I'endomorphisme de E,, défini par D(f) = f' ou [’ est la dérivée de f .
(a) Déterminer le noyau de D . En déduire que D est bijective.
(b) Soit g € E, et soit f € E, tel que D(f) = g. Soient P et @ dans R,[X] tels que Vz € R,
f(z) = e"P(z) et g(z) = e"Q(x).
i. Exprimer Q, Q — @, Q- Q' +Q", Q — Q" + Q" — Q® en fonction de P et de certaines
de ses dérivées.

ii. Exprimer P en fonction de () et de ses dérivées successives.
iii. Montrer que si les coefficients de () sont des entiers relatifs, alors ceux de P aussi.
3. On suppose dans cette question que n = 2 . On note D> = D o D o D. Soit ¢ € E, définie par :
Vo € R, g(r) = 2%e”.
(a) Résoudre dans E, I'équation D*(h) = g.
(b) Soit ¢ € €3 (R) vérifiant p(0) = ¢'(0) = @ (0) = 0 et ¢® = g. Déterminer application .

4. L’entier n est de nouveau quelconque. Soit ¢ € €+ (R) vérifiant ™) = g. Montrer qu’il existe
A et B dans R,[X], B étant a coefficients entiers, tels que Vax € R, ¢o(x) = A(z) + *B(x)
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PROBLEME 1 : Application linéaire définie par une division euclidienne

RAPPELS ET NOTATIONS.

On note R[X] le R—espace vectoriel des polynomes a coefficients réels.

Si F est un espace vectoriel, L(F) désigne I’ensemble des endomorphismes de F'. Si f est un endomor-
phisme de F, on note f° = Idp et, pour tout n, "™ = fo f" = f"o f . On note dans le probléme
E = Ry[X], 'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

1
2

. Soit A = X3 —2X? — X + 2. Factoriser A sachant qu’il y a au moins une racine rationnelle.

. Soit f l'application de R[X] vers R[X] définie par : si P € R[X], f(P) = R ou R est le reste de la
division euclidienne de X P par A.
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Montrer que f est un endomorphisme de R[.X].
Montrer que tout polynome multiple de A appartient au noyau de f . Expliciter ce noyau.
Soit g la restriction de f a E. Montrer que g est un automorphisme de E.
Préciser Imf (démontrer..)
Montrer que : R[X] = E & ker(f)
Exprimer g(aX? + bX + ¢) dans la base # = (I, X, X?) de E.
Démontrer : VP € R[X], f(XP) = f(f(P))
En déduire : Vn € N*,VP € R[X], f(X"P) = f"'(P)
Démontrer : VP € R[X], f4(P) — 2f3(P) — f*(P) + 2f(P) = 0
En déduire : ¢® — 2¢® — g+ 2Idp = Or(E).-
En déduire g~ ! en fonctions de puissances (positives) de g puis donner les images des polynomes
(I,X,X2) par g\
P=X?-X—-2P=X?-3X+2et Py=X>—1.
Montrer que € = (P, Py, P;) est une base de E.
Calculer g (Py), g (P2) et g (Ps) dans la base % puis dans la base €.

Déterminer les polynéomes non nuls P tels que : Ir € R| f(P) = rP (on montrera d’abord que
pour un tel P avec r non nul, on a P € Ry[X], puis que r ne peut valoir que 0, 1, —1 ou 2))

. Pour n € N, on pose u,, v, et w, les réels définis par : ¢"(I) = w, X* + v, X + uy,

(a)
(b)
(c)
(d)

Exprimer le polyndme constant I dans la base %.
Exprimer g" (Py), g" (P2) et ¢" (P;) dans la base € puis dans la base A.
En déduire : u,, v, et w, en fonction de n.

En écrivant ¢"*(I) = g (¢"(I)), trouver un systéme de relations de récurrence satisfaites par :
Up, Up €t w,. En déduire une relation de récurrence liant w,y3, U129, Unt1 €t u,. Idem avec

(Un)neN et (wn)neN
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PROBLEME 1I : Projecteurs

Soit E un K—espace vectoriel (K =R ou C)

Partie I : Etude d’un exemple

Dans cette partie, on se place dans E = Cy[X], C—espace vectoriel des polyndomes de degré au plus 2.
1. Soit F={MX +2)[A€C}et G={P=aX*+bX+c€E|(abc)cC’etb+c—a=0}
Montrer que F' et GG sont des sous-espaces vectoriels de E et qu’ils sont supplémentaires.

2. On appelle p le projecteur de E d’axe GG et parallélement a F'.
Déterminer p (aX2 +bX + c)

3. Soit H = {P € E|(P'— XP)(1) = 0}. Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de E et déter-
miner son image réciproque pil(H) par p.

Partie IT : Projecteurs sur un méme sous-espace

Dans cette partie, f et g sont deux projecteurs de F.
4. Montrer que Idg — f est un projecteur de E.

Déterminer le noyau et 'image de ce projecteur de E en fonction de ceux de f.
fog=yg
gof=1rf

6. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que f et g aient méme noyau

5. Montrer que f et g ont méme image si et seulement si {

Partie III : Somme de deux projecteurs

Dans cette partie, f et g sont deux projecteurs de F.
7. Onpose h=f+g— fog.
Montrer que, si fog = go f, alors h est un projecteur.
Dans ce cas, montrer que ker(h) = ker(f) ﬂker(g) et Im(h) = Im(f) + Im(g)
8. Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :
(P) : f+ g est un projecteur
(P2) : fog+gof=0nnm
(P3): fog=gof=0ym
Dans le cas ou f + g est un projecteur, préciser son noyau et son image en fonction de ceux de f et
de g.
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EXERCICE 1 : ENSAIS 2000 Application linéaire définie par une dérivation

CORRIGE : ENSAIS 2000

Soit n un entier naturel.
On désigne par [Ele R-espace vectoriel des applicatidntelles qu'il existe un polyndmelBR,[X] vérifiant : Ox OR, f (x) = € P(x)

1°) Donner une base de Et la dimension deE
Pour k entier dans [0,n], on posg l& fonction définie sUR par :Ox OR, fi(X) = X &  (avec la convention 2G= 1)
Puisque la famille (I, X, ..., ¥ est une base d&,[X] , on en déduit aisément q(®, fi, ..., f,) est une base de E
En particulier, E, est de dimension n+1

2°) Soit D I'endomorphisme de Béfini par D(f) =f'ou f'est la dérivée de f
a) Déterminer le noyau de [CEn déduire que D est bijective.
Soit f0 E,. Il existe un polynéme P de degré inférieur oal &gn tel que Ox OR, f (x) = € P(x)
f Oker(D) = OxOR, € (P(X) +P'(X))=0= P +P'=0 = P =0 car P'n'est du méme degré que P que si P est nul.
Ainsi ker(D) = {0}. En particulier D est injectif.
Ainsi D est un endomorphisme injectif de Equi est de dimension finie, donc D est un automohisme de &
b) Soitgl E, etsoit fIE,tel que D(f) = gSoient P et Q danR.[X] tels que O x OR, f(x) =€ P(x) et g (x) =&Q(X).
Montrer que si les coefficients de Q sont deeentelatifs, alors ceux de P aussi.
Avec les notations données,ona:P'+P =Q.
En dérivant Q plusieurs fois (en fait au moinsam) trouve aisément que :
n n n n

(-1 =N (- (FO+ Py =3 (-1 PO - Y (2P =P carP=0

k=0 k=0 k=0 k=0

n
Ainsi, si Q est a coefficients entiers, P i (- 1)k Q(k) est aussi a coefficients entiers

k=0
3°) On suppose dans cette question que n©”note ’=D o D o D. Soit g0 E, définie par: g(x) =%e*, OxOR.
a) Résoudre dans El'équation D(h) = g.
Soit i1 E,. Il existe un polyndme P de degré inférieur oal &2 tel que OxOR, h (x) = & P(x)
Ona:D(h)=(P+PYexp , Bh)y=(P+2P' +P%exp et Bh)y=(P+3P' +3P%exp car B=0
D3h) =g~ OXOR, € (PX)+3P'(X)+3P" (X)) =% < P+3P' +3P"=X - P=X-6X+12
Ainsi I'équation D3(h) = g n'a qu'une solution dans & : il s'agit de la fonction : h : x » (xX*— 6 x + 12) &
b) Soit ¢ O C3(R) vérifiant $(0) = ¢'(0) = $"(0) = 0 et ¢ = g . Déterminer l'applicatior.

Soit6 une fonction de classZ surR. 6®¥ =g~ B-h®=0< Oab,c)IR® B-h)(x)=aX+bx+c

- a,b,c)dR% 6(x) =aX+bx+c+(X—6x+12) &
On cherche une fonctighde ce type vérifiant de plg4g0) = ¢'(0) = $"(0) =0
Ainsi, en posantp(x) =aX+bx+c+ (X—6x+12)& Onobtient:c+12=b+6=2a+2=0
Aussi:a=1,b=-6 et c=12. Ainsi la fonctiorp recherchée est la fonction définie Bupar :
dX)==-xX*-6x-12+ (¥ -6x+12)E=(&—-1) % —6 (§+1)x+ 12 (- 1)

4°) L'entier n est de nouveau quelcondsat gl E, définie par: g(x) = 2e*, 0 x OR . Soit ¢ 0 C™*(R) vérifiant p™V =g .

Montrer qu'il existe A et B danR,[X], B étant a coefficients entiers relatifs, tglse :0 x OR , ¢ (x) =A(X) + €* B(X)

Puisque D est un automorphisme ged sait que ' est un automorphisme de.E
Ainsi I'équation ™*¥(h) = g posséde une et une seule solution dans E

De plus, par une récurrence immédiate sur k, ontrapen utilisant 2b), que®! ~¥(h) est de la forme expP; ot
Py est un polyndme a coefficients entiers. En paliic, il existe une polyndme B & coefficients entierst(de
degré inférieur ou égal a n car h est dansftel que : 0 xOR , h (x) = € B(X).
Soit alorsp une fonction de class®™ ¢™V=g < (¢ — h)™Y =0 < (¢ - h) est une fonction polyndmiale de
degré inférieur ou égal a Pans il existe un polynéme A dandR,[X] tel que Ox OR , ¢ (x) =A(X) + € B(X)
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PROBLEME I : Application linéaire définie par une division euclidienne

CORRIGE : Application linéaire définie a I'aide d'une division euclidienne

1) Soit A=X*-2X— X+ 2. Factoriser A sachant qu'il y a au moine tacine rationnelle.

A=(X-1)(X-2)(X+1)

2) Soit f l'application déR[X] vers R[X] définie par : si FIR[X], f(P) = R ou R est le reste de la division euclideeda X P par A.
a) Montrer quef est un endomorphisme BR§X] .

Soit (R, P,) deux polynémes dB[X], (Q1, @) et (R, Ry) les quotients et restes des divisions euclidiemieeXR et
XP, par A. soit €1;, 0,) deux réels.

Ona: X(le1+GZP2)= Gl(AQl+ R1)+G2(AQ2+ Rz)=A(G1Q1+GZQ2)+(C(1R1+G2R2)

avecdegf; Ri+a, Ry) < 2.

Ainsi par unicité du reste dans la division eueidie de Xg; P, + 0, P,) par A,01 Ry + o, Ry =f (0 Py + a1, Py).

D'ou f est une application linéaire. ©mssocie a un polynéme un autre polyndéme, dosedomorphisme deR[X]
b) Montrer que tout polynéme multiple de A appartianhayau def . Expliciter ce noyau.

Soit POR[X]. P Oker(f) = Adivise X P= Adivise P car X est premier avec A

Aussi: ker(f)=AR[X]={P OR[X]; OQ OR[X], P=AQ}

2) a) Soit g la restriction def a E. Montrer que g est un automorphisme de E.

f étant linéaire, g I'est aussi. De plus,[SEPon a bien g(P)E. Ainsi g est un endomorphisme de E

De plus, puisque g est la restriction flé E, on a : ker(g) = f ker(f). Ainsi ker(g) = {@}.
Ainsi, g est un endomorphisme injectif de E.
Or E est un espace vectoriel de dimension finiacdoest un automorphisme de E
b) Préciser Imf (démontrer..)
Puisque pour tout polynéme P(P) est de degré inférieur ou égal a 2, on af i E.
Puisque g est la restriction dea E, on a : Im(g)] Im(f).
Enfin, puisque g automorphisme de E, Im(g) = E. Ainsiim(f) =E
¢) Montrer que :R[X] = E O kerf
On a déja E et kef() sont deux sous-espacesR{&] d'intersection réduite a {§; }
D'autre part, si P1 R[X], la division euclidienne de P par A affirme gBeest la somme d'un multiple de A et d'un
polyndme de degré inférieur ou égal a 2, donc®isEomme somme d'un élément de E et d'un élédeker(f ).

Ainsi, par caractérisation des sous-espaces supptéires, on a R[X] = E O ker f
d) Exprimer g(a¥ + bX + c) dans la base B = (I, X?)de E. Ecrire également la matridede g dans la base B

g(l) = X car le reste de la division euclidienneXdpar A vaut X
g(X) = X? car le reste de la division euclidienne dep¥r A vaut X
g(X?) =2 X2+ X —2 car le reste de la division euclidieneexd par A vaut 2 X+ X — 2
Aussi par linéarité de g on ag(aX? + bX+c) = (2a+b) X+ (a+c) X — 2a
00 -2
Par définition de la matridel et grace aux expressions obtenues pour g, M3E1 0 1)
1 2
3) a) Démontrer:OP OR[X], f (X P) =f (f(P)) °
Soit AIR[X]. Par définition def, il existe un polyndme Q tel que : X P = A QfH{P).
Ainsi par linéarité def , on obtient f (X P ) =f (A Q) +f (f (P)) =f (f (P)) car A Q est dans kef].
Aussi :0OP OR[X], f (XP)=f (f(P))
b) En déduire OnOIN", OPOR[X], f (X" P) =f ™ (P)
Soit R la propriété de récurrence OP OR[X], f (X" P) =f ™ (P)"
<& Py vraie ? C'est exactement ce que I'on vient de montrarguéstion précédente doig est vraie
& Si R, estvraie (avec B 1), B, est-elle également vraieSpit FIR[X]. Posons Q = XP.
Ona:f(X™P)=f(X Q)=f(f(Q)) daprés la question précédente. Or puisquestrraie, on a :
f(Q)=f (X"P)=f"(P). Ainsi :f(X™P) =f™?(P). On en déduit qué,., est vraie
» Ainsi on a montré que st vraie et que, si,Nraie avec b 1, R, est également vraie. Aussi, par le théoréme
de récurrence, on d&inON, n> 1= PR,vraie i.e.OnON", OP OR[X], f (X" P) =f ™ (P)
c) DémontrerOPOR[X], f*(P) —2f3(P) —f2(P) +2f (P)=0
Soit FOR[X]. f*(P) —2f3(P) —f2(P) +2f (P) =f (X®P) —2f (X2P) —f (X P) + 2f (P) =f (X} -2 X - X +2) P)
or, X*-2X—X+2) P estun multiple de A, dont ((X*-2X-X+2)P) =0
Ainsi: OP OR[X], f*(P) —2f3(P) —f2(P) +2f (P)=Q:
d) Endéduire:3-2¢-g+2I¢ =0
On déduit de la question précédente qué+ g — ¢ + 2 g est I'endomorphisme nul de E.
Or g est inversible donc en composant pat gn obtient g° — 2 ¢ — g + 2 It = Qg
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e) Endéduire g*en fonction de puissances de g puis donner legémdes polyndomes (I, X,2Xpar g *

En composant la relation précédente par' gn obtient: g—2g—Ig¢ +2g =0 i.eg‘1:% (lde+2g-4)

On obtient alorsg~*(1) = % 1+2X=X*),g7'X)=1 et g'X)=X
f)  Retrouver les résultats des questidrete en calculanM? M*® et M ~*ouM est la matrice considérée &a

0 -2 -4 -2 -4 —-10 _ 120
On trouve aprés calcuMZ:(o 1 o) , M3:( 1 0 1 ) et M 1:1( 2.0 2) et on retrouve bien les
1 2 5 2 5 10 —1 00

relations M>—2 M =M +2 1, =0, et M—1:%(|3+ 2 M- M)
5)Soit: P=X?—X-2, P=X?-3X+2 et pP=X-1
a) Montrer que C = (PP, P;) estune base de E.
Soit (@, B, y) trois réels tels quea P, + 3 P, + y P; = (.
En prenant la valeur eéhon obtient a = 0. En—1, on trouve3 = 0. enfin, en 2 on obtienty:= 0.
Ainsi lafamille C = (P, P,, Ps) est une famille libre de E.

C'est une famille libre de trois vecteurs de Eeagtide dimension 3 dowmtest une base de E
b) Calculer g (B), g (R) et g(R) danslabase B puis dans la baserCdéduire les matricedl = maic g(g) et D = maic, ¢(9).
En effectuant les divisions euclidiennes dg 3P, et XR; par A, on trouve aisément :

gP)=X*-X-2=R, g(R)=-X+3X-2=-R et gR=2X-2=2R

-2 -2-2 10 0
N=matcg(@)=| -1 38 0 | et D=mal c(09) =(0 -1 2)
1 -1 2 00
c) Trouver une matrice inversible U telle que = U~*M U. Trouver une relation entié, M etU.
-2 2 -1
SoitU la matrice de passage de Bvers C. Oba [ —1-3 0 j et d'apres les formules de changements de
1 1 1

basesonaD=U"'MU et N=MU
d) Déterminer les polyndmes non nuls P tels quediR, f (P) =r P

Soit POR[X] non nul
AnalyseSupposons qu'il existe r tel qui(P) =r P. Si r = 0 alorsdRer(f)
Sirz0. Alors P etf(P) ontle méme degré et en particulielEP Ainsi on peut écrire P sous la forme :

P=a P, +B P,+yPs. Enappliquant donc g et en utilisant les expressions de.y,(® (B) et g(R) ,ona:
gP)=rP=n0oP +rBP+ ryPs=a P,—B P+ 2yP;.
Or (P, P, Py estlibredonc ona:a=a, rB=—p et ry=2y avec au moins un des coefficieatfd ouy non
nul. Ainsi on obtientr=1 our=1 ou r = 2. Ce qui donne P colinéaire;ad® a Bou a B.
SynthéseOn vérifie aisément que les polyndémes P non neilsedl(f), ou colinéaires a;R a B ou a R vérifient bienr OR,
f (P) =r P. Plus précisément : Si POker (f), f (P)=0, Si P colinéaire &,Pf (P) =P
Si P colinéaire a B, f(P)=— Si P colinéaireaR f(P)=2P
6) Pour rJIN, on pose K v, et w, les réels définis par @) = . + va X + wp, X?

a) Exprimer le polyndme constant | dans la base C.

On sait qu'il existed, B, y) trois réels tels que : le& P, + 3 P, + yP; . En prenant eft, — 1 et 2, on trouve :
a :—%,[3:% ety= %i.e. | :—%Pl+:—éP2+%P3
b)  Exprimer d(Py), d'(P2) et d(Ps) dans la base C puis dans la base B.
Par récurrence immédiate ongl (P) =P, d'(P)=(=1)" P, et d(Ps) =2"Ps.
Dot :g" (P)=X*=X=2, §(P)=(=1)"(X*—3X+2) et §Ps)=2"(X*-1)

c) Endéduire : i v, et w, en fonction de n.

Par linéarité de'gona : §I) = —% g (P) + %g”(Pz) + %g”(P3) =W+ vy X +w, X? avec:

1 n 1o n 1.1 n,1lon
= +=(— _ == —= (— = —= 4+ =(— + =
u,=1 3( 1) 32 YA (-1) et w 5 6( 1) 32

d) En écrivant §(l) = g(d'()), trouver un systéme de relations de récurresatisfaites par :vi et w.. En déduire une relation de

récurrence liant ks, Uz, U €t U, Idem avec(v ) et (w )
Ha thea thet €L n JnoiN n Jnom

g"(1) = 9(d'(1)) = tn 9(1) + Y 9(X) + Wh 9(X%) == 2 Wp + (Uh + We) X + (Vo + 2 W) X?
D'OU tUps1 =— 2 Wh, Vier = Un + Wy €1 Whiy = Vo + 2 W

On en déduit EINOIN, Unig = 2 Upso + U — 2 U, et la méme relation pour (vn )nDN et (Wn )nDN
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PROBLEME II : Somme de projecteurs

CORRIGE

Soit E un K-espace vectoriel (KRR ouC)

Partie | : Etude d'un exemple
Dans cette partie on se place dans@&=
1) Soient F = {XJE|AOC, x =A (0,1,2)} et G = { x = (a,b,&)E | b + c —a = OMontrer que F et G sont des sous-espaces vectieidset qu'ils sont supplémentaires.

0 0 0
o SoitXJE. XOF = AOC | x =A (1) = x0O vect((lD . AinsiF = vect((lD est bien un sous-espace de E
2 2 2

« Soit¢ 'application définie sur E € par :¢(a,b,c) = b + ¢ — ad est clairement une forme linéaire dont G est koo
Ainsi G est un sous-espace vectoriel de E
* Nous allons montrer quél:x O E, (}(y,z)OFxG | x =y + z . Par analyse — synthése.
a
Soit xO E. x Z(b)
C

Analyse Silly,z)lFxXG |x=y+z.
0 u+v
Puisque {IF, DAOC |y =A (1) Puisque ZG, (u,v)IC? | z :( u )
2 \Y

u=at2b-c
—3 a
a 0 u+v azu+v _2a—2b+c L 0 a+2b-c
x=y+z:(b):)\(1)+( u):> b=A+u o VEs=— AInSIy:b’fLa(l) et z= 3
c 2 v C=2A+v 3 2 2a-2b+c
A=btc-a -3
3
a
0 a+2b-c
Synthése Soit y= t”%{l) et z= 3 . On vérifie aisémenty. 0 F, zOG et x=y+2z
2 2a-2b+c
3
AussiE=FOG
2) On appelle p le projecteur de E d'axe G et parafiele a F.  Déterminer p( (a,b,c) )
a
. D . . a arzb-c
Avec les notations précédentes, p est l'applicatiora x associe Aussi [((bD :[ 3 ] J
c 2a-2b+c
3

3) Soit H={x=(a,b,c)JE | a— c = 0}Vérifier que H est un sous-espace vectoriel dedeterminer p(H)
H est le noyau de la forme linéaire définie sur €-par :8(a,b,c) = a — c. Aindil est un sous-espace vectoriel de E

a
Soit x =(b)D E.>0p*(H) = p)OH - a=28=2b*C. a+2b-c=0. Ainsip (H)=
C

(D ele-ed

Partie Il : Projecteurs sur un méme sous-espace
Dans cette partie, f et g sont deux projecteurs.de E
1) Montrer que ld—f est un projecteur de EDéterminer le noyau et I'image de ce projecteuoantfon de ceux de f.

Idg — f est un endomorphisme de E

Deplus: (l¢g—fo(ldg—f) =l —f—f+fof =Ide—f carfestidempotent.

Ainsi Idg —f est un endomorphisme idempotent de E ddde —f est un projecteur

On a vu que, puisque f est un projectegier(f) = Im(1d ¢ —f) et Im(f) = Ker( Idg —f)

2) Montrer que : fet g ont méme noyau si et seulesigfib g=f etgof=g).
= Sif et g sont deux projecteurs de méme noydsoit X(E. On sait que f(g-x O Ker(f) car fof = f
Ainsi, puisque Ker(f) = Ker(g), ona: g (f(x))g&x) = & i.e. g(x) = (pof) (x). Ainsi gof =g
Par symétrie des réles entre f et g, on a égalerfeent f
O Sifog=f et @f=g. SoitxCKer(f). Ona:
g(f(x)) = g(x) car gf = g. Or f(x) = @ donc g(x) = g(f(x)) = g(®@ = 0= Donc xO Ker(g). Ainsi Ker(f)d Ker(g)
Par symétrie des roles entre f et g, on a égalelten(y) 0 Ker(f) et donc Ker(f) = Ker(g)

3) Trouver une condition nécessaire et suffisante goarf et g aient méme image.
(Ide—f o (Ide — g) = Id: — f {f 0g=g

f et g ont méme image= Idz —f etld — g ont méme noyau- {(ldE—g)o(ldE—f)ZldE—g “1gof=f
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Partie Ill : Somme de deux projecteurs
Dans cette partie, f et g sont deux projecteurs.de E
1) Onpose h =f+ g-ofy. Montrer que, sidg = gf , alors h est un projecteubans ce cas, montrer : Ker(h) = Kef(fKer(g) et Im(h) = Im(f) + Im(g).

h = f + g—fog est un endomorphisme de E
De plus : o h = fof + fog —fofog + gf + gog — gofog — fogof —fogog + fogofog
Or f et g sont deux projecteurs commutant dowré =ff , gog = g, bg = gf = gofog = fogof = fogog = fogofog ,
donc : ho h=f+ g—fog = h. Ainsi h est un endomorphisme idempotent derti€ h est un projecteur
» Soit xO Ker(h). On a: f(x) + g(x3-f(g(x)) = & donc f(f(x)) + f(g(x)) — f(f(g(x))) = f(@) = G i.e. f{(X) = Q.
Ainsi Ker(h) O Ker(f). Par symétrie des roles, on a aussi Ker{Ker(g) et doncKer(h) O Ker(f) N Ker(g)
« Soit X1 Ker(f) N Ker(g). On a: h(x) = f(x) + g(x) — f(g(x)) =0 Aussi :Ker(f) N Ker(g) O Ker(h)
On en déduit I'égalité : Ker(h) = Ker(f) N Ker(g)
e Soit xO Im(h). OtOE | x =f(t) + g(t) — f(g(t)) = f(t—g(t)) + gt Im(f) + Im(g). Aussim(h) O Im(f) + Im(g)
 Soit xO Im(f) + Im(g). O(t,s)0E?| x = f(t) + g(s). On calcule alors h(x). On @loti, en utilisant f et g idempotents et
commutants : h(x) = h(f(t)) + h(g(s)) = f(t) + 6§ — f(g(f(1))) + f(g(s)) + g(s)-f(g(s)) = f(t) + g(s) = x . D'ots KIm(h)
Aussi  Im(f) + Im(g) O Im(h) . On en déduit alors I'égalité : Im(h) = Im(f) + Im(g)

2) Montrer que les trois propositions suivantes sonivédentes : (B : f+g est un projecteur AP fog + oof = O g R : fog = @f =0y .
Dans le cas ou f+g est un projecteur, on montreea dter(f+g) = Ker(f) Ker(g) et Im(f+g) = Im(f) + Im(g)

* (P) = (P,) On suppose que f + g est un projecteur. On enitdgale f + g est idempotent. D'ou
(f+go(f+g)=f+g=Ff+gf+fog+g=f+g= gof +fog=0Qr  D'ou(Pr) = (P.)

* (P,) = (P;) On suppose que : (1)ofg+ fog = Q&) . On compose (1) & gauche par f . On obtiegbff+ fog = Qg
De méme en composant (1) & droite par f on obtigstt+ fogof = 0 g . En comparant les deux derniéres relations,
on en déduit : dg = gof ce qui en remplagant dans (1) nous dorfieg = gof =0 D'ou(P,) = (Ps)

* (P3) = (P) On avu a la question précédente, que lorsqug Beht deux projecteurs qui commutent, h = f+fg g
est un projecteur. Ici, puisquesfg- fog = Q) , on en déduitjue f + g est un projecteur. D'ou(P3) = (P1)

Ainsi, les propositions (R), (P,) et (Ps) sont bien équivalentes

En utilisant les résultats de la question 1, omeabtju'alors Ker(f+g) = Ker(f) [ Ker(g) et Im(f+g) = Im(f) + Im(g)



